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OCEKIVANI ISHODI UCENJA

Studenti ¢e biti osposobljeni za:

- samostalno koristenje racunalnih simulacija
pojedinih tehnoloskih operacija i procesa,

-usporedbu racunalnih programa i odabir
najprikladnijih,

- kombiniranje razliCitih racunalnih programa za
modeliranje i simulacije,

-optimiranje procesa, proizvoda i dobiti u
proizvodnji i konzumiranju hrane,


http://zpi.ptfos.hr/modeli/Predmeti/PE114_HR.doc

- samostalno analiziranje informacija i donosenje
zakljucCaka,

- samostalan ili timski rad u podruc¢ju modeliranja i
optimiranja u prehrambeno-procesnom
inzenjerstvu i nutricionizmu,

- izradu inzenjerskih izvjesca o rezultatima
modeliranja i optimiranja.

Studenti ¢e biti upoznati sa znanstvenim
istrazivanjima u podrucju modeliranja u procesnom
inzenjerstvu i izradenim diplomskim radovima na
nastavhom predmetu.



Predavanja

I. OSNOVE MODELIRANJA SUSTAVA

1. Uvod u modeliranje i upravljanje
2. Primjene modela
3. Primjeri modela
- proces sterilizacije namirnica
- proces smrzavanja hrane
4. Analiza matematickog modela i realnog sustava
5. Metodologija razvoja modela

6. Znanstveni sadrzaj modeliranja u biotehnologiji



II. PODJELA MATEMATICKIH MODELA

1. s usredotoCenim velicinama stanja (koncentrirani)
s raspodijeljenim veliCinama stanja (distribuirani)

2. deterministicki - stohasticki

3. kontinuirani - diskontinuirani

4. linearni - nelinearni

5. ...



ITI. MODELI STACIONARNIH STANJA

1. Modeli kemijskih i enzimskih reakcijskih sustava
- opci oblik bilance mase :
- kemijske reakcije

2. Bilanca mase i modeli stacionarnih stanja
3. Matematicke metode za odredivanje stacionarnih stanja

- direktne (Gaussova metoda)
- iterativne (Jacobijeva linearna iteracija)



. Matematicki modeli nelinearnih sustava i njihovih
stacionarnih stanja
- uparivac i uparna stanica

. Matematicke metode za odredivanje stacionarnih stanja
modela nelinearnih sustava

- Jacobijeva linearna iteracija

- Newton-Raphsonova metoda

. Primjeri rjesavanja nelinearnih jednadzbi
- Wegsteinova metoda
- metoda sekante



IV. MODELI I SIMULACIJE DINAMICKIH SUSTAVA
1. Graficka simulacija dinamike (koncept prostora stanja)
2. Dinamicki sustavi 1. i 2. reda
3. Primjeri modela dinamickih sustava 1. i 2. reda
- dinamika smrzavanja namirnica

- dinamika fermentacije (model upravljanja)
- dinamika toplinske sterilizacije



4. Matematicke metode za rjeSavanje sustava
diferencijalnih jednadzbi (s usredotoCenim parametrima)

- Eulerova metoda

- Runge-Kutta 2
- Runge-Kutta 4



V. LINEARNO PROGRAMIRANIJE

1. Primjena linearnog programiranja
2. Simplex metoda
- optimiranje sastava smjese sirovina
- optimiranje sastava i cijene obroka
- optimiranje iskoristenja rada strojeva/pogona
- optimiranje transporta

PRIMJERI IZ STRUCNOG I ZNANSTVENOG RADA

1. Primjeri suradnje s gospodarstvom
2. Primjeri diplomskih radova
3. Primjeri iz znanstveno-istrazivackog rada



Seminari (PhI) - 15 sati

1. Metode za rjeSavanje (sustava) linearnih jednadzbi
(Stacionarna stanja kod kemijskih reakcija)

Direktne metode
- Gaussova eliminacija

Iterativhe metode
- Jacobijeva (linearna) iteracija
- Gauss-Seidlova iteracija



2. Metode za rjeSavanje nelinearnih jednadzbi
( Stacionarna stanja kod enzimskih reakcija )

- Newton-Raphsonova iteracija
- Metoda tangente

- Metoda sekante

- Wegsteinova metoda



3. Metode za integriranje diferencijalnih jednadzbi
( Dinamicka stanja - pri regulaciji procesa )
- Eulerova metoda

- Runge-Kutta 2
- Runge-Kutta 4

4. Metode linearnog programiranja
( Za optimiranje: (<=), (>=), (=), (<= >==))

- Simplex metoda

- optimiranje sastava smjese sirovina

- optimiranje sastava i cijene obroka

- optimiranje iskoristenja rada strojeva/pogona
- optimiranje transporta



Vjezbe

MS Excel
MS Quick Basic + MS DOSBox
LINDO

MS Word



Literatura

- prof. dr. sc. Damir Magdic “"Prezentacije i materijali s predavanja”

- prof. dr. sc. Damir Magdic "Skripta Numericke metode”

Dodatna literatura:

- Gomzi. Z, Kurtanjek, Z. Modeliranje u kemijskom inZzenjerstvu.
SveucilisSni udzbenik, HDKI/FKIT Zagreb, 2019.
(Poglavlje 1. Modeli i modeliranje, str. 1-127)
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Izvjesca s racunalnih vjezbi: E-mail + pisani oblik

Parcijalni ispiti (1. i II.): tijekom semestra (po dva zadatka)
ili ili

Pisani dio ispita: 3 zadatka - 90 minuta

Usmeni dio ispita: tehnoloski dio + numericka metoda



Studentima je omogucena izrada diplomski rada na sljede¢im podrucjima:

- zajednicko rjeSavanje zadataka u pogonu ili laboratoriju

- optimiranje svojstava proizvoda i/ili procesnih parametara
- ne-destruktivhe metode analize namirnica

- optimiranje receptura

- izrada matematickih i/ili raCunalnih modela za primjere iz prehrambenog

i procesnog inZenjerstva

- rad na istrazivackim projektima



Upitnik o stilu uéenja

B I U & X

Svrha ovoga upitnika je saznati preferencije za u¢enje koje neka skupina ispitanika ima.

Cilj je predmetnom nastavniku omoguciti upoznavanje s radnom skupinom i dati mu korisne informacije za
pripremu nastavnih materijala prilagodenih skupini.

Dodatni cilj je informirati svakoga ispitanika o njegovim osobnim preferencijama i za ucenje

Indeks stilova ucenja je on-line instrument istraZivanja koji koristi 44 a-b pitanja za procjenu preferencija ispitanika
za Cetiri dimenzije modela stila uenja (prema Richard M. Felder i Barbara A. Soloman):

1. aktivni/refleksivni,

2. senzorski/intuitivni,

3. vizualni/verbalni i

4. sekvencijalni/globalni.

Svaki ispitanik c¢e iz svojih rezultata saznati za njega najbolje nacine u¢enja i razumijevanja novih informacija.
Pojedinacni rezultati ¢e ispitaniku biti poslani na adresu e-poste koju ispitanik upise na ovaj obrazac.

Anonimni rezultati za cijelu grupu bit ¢e vidljivi svim ispitanicima Koji popune anketu.
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1. Matematicko modeliranje,
optimiranje i upraviljanje

Uvod i definicije pojmova

Metodologija razvoja matematickog modela
Podjela matematickih modela

Numericke metode

Racunalni programi i simulacije
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Sirovina, namirnica i reaktant NISU ulazne velicine!!!

Proizvod, energija/tkivo, produkti NISU izlazne veliCine!!!

Ulazne i izlazne veliCine su mjerne veliCine SI sustava!




sirovina proizvodni proizvod

3 proces [

Sirovine su, npr.: mlijeko, brasno, voce, povrce, rijetki sok...

Sirovine su opisane sastavom i mjernim veliCinama SI sustava
(udio suhe tvari i vode, koncentracija neke tvari, masa,
tvrdoca, Cvrstoca, protok soka, temperatura soka, ...).

Ulazne velicine su mjerne veliCine koje
opisuju sirovinu i pocetne uvjete u procesu.

Izlazne velicine su mjerne veliCine koje
opisuju proizvod i izlazne uvjete u procesu.

sirovina # ulazna veli¢ina
namirnica # ulazna velicina
reaktant # ulazna velicina
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sto je modeliranje ?

sjetite se nekih modela

sto rade modeli ?
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modeliranje,
optimiranje
]
(racunalno)

upravljanje

u prehrambeno-tehnoloskim procesima
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Kontrolna soba u prehrambeno-tehnoloskim procesima
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https://clipchamp.com/content/stryb_v1721864-control-room-of/
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Uvod i definicije pojmova

« Matematicko modeliranje

e postupak opisivanja odnosa izmedu
varijabli i parametara u nekom sustavu
uporabom matematickih funkcija (jednadzbi)

« matematicki model povezuje ulazne (x)
i izlazne (y) velicine pomocu
matematickih izraza y = f(x)



« matematicka interpretacija odnosa izmedu
varijabli i parametara u nekom sustavu

izradena je na temelju bilanci mase i

energije

e zadovoljavajucu tocnost model ima najcesce
samo u podrucju vrijednosti mjernih veliCina

u kojem je izraden



e cilj modeliranja je razviti i koristiti model
za analiziranje, projektiranje, optimiranje i
upravljanje sustava ili jednog njegovog

dijela

e odnosi medu veliCinama opisani su
matematickim jednadzbama koje se

rjeSavaju matematickim metodama



o« matematicko modeliranje je proces primjene
matematike na realni sustav radi

izraCunavanja potrebnih informacija

e« modeliranje ne mora nuzno rijesiti problem,
ali ce ga vjerojatno rasvijetliti i pojasniti

promatranu situaciju



Ay

Iz primjera je vidljivo da za svako
podrucje izlaznih vrijednosti treba izraditi
zaseban model (npr. kiselo i luznato
podrucje vrijednosti pH).
Zadovoljavajuc¢u to¢nost model ima
najéesS¢e samo u podrudju vrijednosti

mjernih veli¢ina u kojem je izraden.

|«




e za vrijednosti koje su izvan analiziranog
raspona potrebno je model prilagoditi (eng.

model adjustment) ili izraditi novi

e realni i modelni sustavi imaju ulaz, izlaz i

sustav u kojem se dogada promjena

[ulaz —> SUSTAV — izIaz]
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e Sustav

o apstraktna/zamisljena cjelina, za koju
smatramo da nema interakcija s okolinom

nego je izolirana i egzistira kao nezavisna

o definiran matematickim relacijama izmedu

ulaznih i izlaznih velicina



Hp-4- ﬁ
Ulazne velicCine .

—

poznate su nam u procesu ili modelu i
njihovu vrijednost zadajemo na pocetku

procesa ili postupka modeliranja

u pravilu ne ovise o dogadajima u procesu ili

modelu pa su one nezavisne veliCine

kod sustava s povratnom vezom mogu

postati zavisne jer zavise o izlazu iz procesa



e Izlazne velicine

e dobivaju neku poznatu vrijednost tek nakon

provedbe procesa ili modeliranja

e zavise 0 dogadajima u procesu ili modelu pa

kazemo da su zavisne velicine



Racunalna simulacija

racunalni program izraden na temelju

matematickih modela

omogucuje oponasanje nekog sustava na brz
i jeftin nacin
simulacije imaju i korisnicko sucelje koje

vizualizira sustav ili proces



 Upravljanje procesom

e ciljano vodenje procesa pri kojemu se
krajnji cilj postize namjernim i planiranim

promjenama ulaznih velicina

e na temelju iskustva ili modela i simulacija
odreduju se ulazne vrijednosti za upravljanje

procesom
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e Optimiranje

o postupak ponavljanja (probnog) vodenja
procesa, modela ili simulacije, kojemu je svrha
ostvariti najmanje troskove, najvisu dobit,

najvecu kolicinu, svojstva kakvoce ili drugo.

e izbor matematicke ili statisticke metode za
optimiranje ovisi 0 procesu i njegovim

svojstvima



e« Svrha matematickih modela i simulacija

e omogucuju brzi, laksi i jeftiniji uvid u utjecaj

ulaznih vrijednosti na ishode procesa

o skracuju vrijeme potrebno za odredivanje

optimalnih uvjeta za upravljanje



izbor optimalne lokacije tvornice,

optimalno planiranje investicijskih ulaganja,
optimiranje proizvodnih programa i povecanje dobiti,
optimalno razmjestanije strojeva,

optimiranje postojecih tehnoloskih postupaka,
izbor optimalnih tehnoloskih postupaka,

analiza i poboljSanje rada uredaja i procesa,
projektiranje boljih uredaja i procesa,
optimiranje sastava smjese i smanjenje troskova,
optimiranje plana prehrane,

optimiranje jelovnika,

optimiranje transporta ...



e Stacionarno stanje procesa

e pojava kada se tijekom odvijanja nekog
procesa ulazne i izlazne vrijednosti ustale i

zadrzavaju stalne/konstantne vrijednosti

o vrijednosti ulaznih i izlaznih veliCina
medusobno se razlikuju, ali ostaju
nepromijenjene u procesu pa pisemo da je
njihova derivacija ili promjena tijekom

vremena jednaka nuli:
E(xry) =0



e upravljanje procesima u stacionarnom stanju je
znatno lakse od upravljanja dinamickim
procesima

e varijable postaju “konstante” i ponasaju se kao
parametri

e postizanje stalnih vrijednosti olakSava
upravljanje i nadzor procesa



« Dinamicka stanja procesa
e zbog brojnih razloga vrijednosti varijabli
mijenjaju se tijekom procesa, pa su u praksi

znatno cesca dinamicka stanja procesa

e za takve procese pisemo da je derivacija ili
promjena vrijednosti ulaznih i izlaznih

veliCina tijekom vremena razlicCita od nule:

d
E(x,y) %= 0



e procesi i modeli imaju ulazne i izlazne

vrijednosti od kojih su neke stalne, a neke
promjenjive

« veliCine sa stalnim vrijednostima su parametri

(stalnica ili konstanta # parametar)

Konstante su: =, brzina zvuka,
gravitacijska sila,

opca plinska konstanta i sl.

e promjenjive veliCine su varijable



e Smanjenjem broja varijabli model se

pojednostavljuje ali se smanjuje i njegova

tocnost

e povecanjem broja varijabli modeli postaju

slozeniji i Cesto ne daju rjesenja

e izbor varijabli kojima ¢emo pretpostaviti
stalnu vrijednost u modelu vrsi se na
temelju iskustva i utjecaja pojedine veliCine

na sam ishod procesa



e PRIMJER:

e male promjene volumena uredaja nemaju
znacajniji utjecaj na brzinu reakcije koja se
U njima odvija

e za volumen (unutar malih raspona) mozemo
pretpostaviti stalnu vrijednost i u modelu ga

uciniti parametrom (pisemo V=konst.)



pri ponavljanju simulacija, pretpostavljene
stalne vrijednosti nekih veli¢ina, u sljedecoj

simulaciji mogu dobiti novu stalnu vrijednost
PRIMJER:

za iste varijable: 10 simulacija za razliCite
vrijednosti V=(1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, 10) m3
identiCan postupak se primjenjuje u svim
simulacijama

posebno je vazan pri prenosenju procesa iz
laboratorijskog mijerila ili tzv. pilot postrojenja

u realne uvjete



e varijable u modelu predstavljaju neka
svojstva materijala, ambalaze, uredaja ili

procesa

e varijable u modelima prehrambeno-

tehnoloskih procesa mogu biti:

temperatura, tlak, protok, udio suhe tvari,

koncentracija tvari, viskozitet, gustoca i dr.

(TI pl ql XStI CAI I“II p)



 varijable u nutricionistiCckim modelima mogu
biti koncentracije ili udjeli nutrijenata,

starosna dob, zdravstveno stanje klijenta i dr.

e parametri ili stalne vrijednosti u takvim
modelima najcesce su starosna dob klijenta,
preporuceni dnevni unosi nekog nutrijenta ili
tzv. RDA vrijednosti (eng. Recommended

Daily Allowance) i dr.

e primjeri ?



e uobicajeni nacin prikazivanja promjena
varijabli tijekom procesa je na "varijabla-
vrijeme" grafu gdje se na apscisnoj osi
prikazuju jedinice vremena, a na ordinatnoj osi
vrijednosti varijable (T-t, g-t, h-t, c-t,...)

e za prikaz promjene varijable kod kontinuiranih

modela koristi se krivulja ili pravac

e kod diskontinuiranih ili Sarznih modela za
prikaz vrijednosti koristi se histogram ili
stupcasti grafikon

e primjeri



e Ako je potrebno prikazati promjenu razine
kapljevine u spremniku, pravilno je koristiti
krivulju jer razina u svakom trenutku ima
neku tocnu vrijednost i neprekidna je

promjena tijekom vremena.
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e procesne veliCine Cije su vrijednosti poznate
tijekom procesa i koriste se za simulaciju su

varijable stanja (ulazne i izlazne varijable)

e to su one mjerne velicine koje nam opisuju
stanje namirnice koju proizvodimo i/ili

procesnu velicinu koja je vazna za proizvod

e npr. temperatura uguscenog soka i udio suhe
tvari u njemu tijekom procesa koncentriranja

rijetkog soka uparavanjem



o kada se velicine u procesu mijenjaju bez
naseg znanja i kontrole kazemo da su

slucajne varijable

Primijeri:

e masa automobila tijekom putovanja smanjuje se zbog

sve manje goriva u spremniku

e masa proizvoda tijekom stajanja smanjuje se zbog

susenja proizvoda

e volumen kapljevine tijekom kuhanja u posudi smanjuje

se zbog isparavanja vode



PRIMJER SLUCAINE VARIJABLE:
- pretpostavijamo da je udio suhe tvari jednak

u svakom dijelu volumena kapljevine

_

- zbog talozenja otopljene tvari u otopini,
nakon nekog vremena udio suhe tvari moze

biti manji na vrhu, a veci na dnu spremnika



procesi i modeli najcesce imaju vise ulaznih i
izlaznih velicCina

u modelima ih uobicajeno predstavljamo
vektorima koji ih objedinjuju

za ulazne velicine koristimo oznaku ,x" i

kazemo da je to vektor ulaznih veliCina ili

krace ,vektor x” x=(Qs, Ts, xs)

za izlazne veli¢ine koristimo oznaku ,y” i
kazemo da je to vektor izlaznih veliCina i

zovemo ga ,vektor y” y =(Qk, Tk, xk)

Primjer: ¢ep boce
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Student_3

Student_4
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Legenda:

Igrac_1
Igrac_2
Igrac_3
Igrac_4

Igrac_5

Legenda:

Matematika Matematika

1

4

Uspjeh
na ispitu

Norma vektora

oS NS PD TD K1 K2 K3 Igrad_x

2 3 4 5 6 7 8 19,49

3 4 5 6 7 8 9 22,49

4 5 6 7 8 9 6 21,45

1 6 11 16 21 26 5 47,77

7 1 2 3 7 5 3 13,75

Obrambeni Napadacki Presjecena Tocna 3 e A KosSevi za dva KoSevi za tri
- ] . . Kos za jedan poen
skokovi skokovi dodavanja dodavanja poena poena
Modeliraje i
. . e . . e Procesi u Modeliranje  upravljanje u Norma
e ok ermadanika ") anarater oparacje Prehrambency operacis | preframben- _vektor
industriji procesa tehnoloskim  Student_x
procesima
3 5 4 4 4 4 4 5 13,82
2 5 2 5 4 5 4 5 14,90
4 5 3 3 4 4 4 5 14,32
4 5 4 4 4 3 3 5 13,56
3 5 2 4 3 3 4 5 13,04
Uspjeh Uspjeh Uspjeh Uspjeh Uspjeh Uspjeh Uspjeh Uspjeh Uspjeh
na ispitu na ispitu na ispitu na ispitu na ispitu na ispitu na ispitu na ispitu na ispitu

Srednja
vrijednost

3,889

4,111

4,111

4,111

3,667



: Srednja
¢

Usporedba Usporedba
vektora

S istim
m Mjernim
velicinama

srednjih
vrijednosti

S razlicitim
ma Mjernim
veli¢inama




PRIMJER:

vektor ulaznih veliCina iz modela kemijskih
reakcija moze predstavljati ulazni protok

koncentracija reaktanata A i B u reaktor
tada su npr. elementi vektora X = (qA,, A,) ili
X = (qB,, B,) ili oboje X = (qA, A, qB0, BO).
izlazne veliCine iz ovog modela mogle bi biti

Kiselost otopine i koncentracije produkata A,

B i C pa su elementi vektora y = (pH, A, B, C)



il

= (qA,,A0)

MODEL

y = (pH,A, B, C)

y = f(x)



e PRIMJER:

e slijedni reakcijski mehanizam povratnih

(reverzibilnin) kemijskih reakcija

- reakcija se dogada u protocnom kemijskom reaktoru

- promjene koncentracija prikazujemo bilancama



e bilance mase reaktanta A =q/V
LA=D-Ag—-D-A—ky-A+k_, B
e meduprodukta B

d
EB:—D‘B+k1‘A+k_1'B_k2‘B‘l‘k_z'C

e produkta C

d
EC:_D'C‘I'kz'B_kz’C

e gdje je A, koncentracija reaktanta A na pocetku

reakcije, a D je razrjedenje (omjer protoka i volumena)



e podrucje modeliranja i upravljanja u

prehrambeno-tehnoloskim procesima je

multidisciplinarno

biotehnicke
Zznanosti

matematika primijenjeno
| statistika racunarstvo



modeliranje

biotehnicke znanosti

termodinamika, tehnicka fizika, razlicite
kemije, prijenos tvari i energije, procesi i
mikrobiologija, mjerenje i upravljanje,...

matematika i statistika
matematicke i statisticke metode

primijenjeno racunarstvo

tablicni kalkulatori, tekst procesori, web
pretrazivaci, baze podataka, programiranje,...



sirovina

namirnica

reaktanti

ulazne velicine

———

proizvod

b

energija, tkivo

—

produkti
>

izlazne veliCine

—
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sirovina

—_—>

namirnica

—

proizvodni
proces

metabolizam

proizvod

EEEE——

energija, tkivo

reaktanti

—_—>

ulazne veliine

—>

reakcija

produkti



Principi razvoja matematickog modela

e 1) Imenovanje varijabli koje opisuju proces
(njihove vrijednosti mogu biti poznate ili nepoznate)

e 2) Opisivanje odnosa izmedu varijabli
(odredeni su fizikalnim zakonima, intuicijom, iskustvom,...)

e 3) Procjena utjecaja pretpostavki na odnos medu
varijablama

e 4) Opisno rjesenje zadatka

(mora biti razumljivo kao i opis procesa)
e 5) Izbor matematickih i racunalnih alata
e 6) Validacija modela

Metodologija razvoja matematickog modela

EEE—)




svrha modela

ulazne velicine

izlazne velicine

[bilance mase, ehergije]
| kolicine gibanja

provjera
valjanosti
modela
(validacija)

odredivanje parametara
izbor numericke metode

izbor racunalnog jezika

rjesenje jednadzbi modela primjena modela



Opci princip izvodenja bilanci

AV N
-

udio volumena

ulazni tokovi: izlazni tokovi:

tvari, energije, —— tvari, energije,

kolicine gibanja koliCine gibanja




u bilanci mase sastojka predznak ( + ) dolazi u slucaju

kada je tvar produkt reakcije, a predznak ( = ) kada je

tvar reaktant i u reakciji se trosi

u bilanci energije predznak ( + ) dolazi kada je reakcija

egzotermna i stvara energiju, a predznak ( - ) kada je

reakcija endotermna i treba joj dovoditi energiju

oznaka A (gr¢. delta) oznacava malu ali konaénu

promjenu
t je oznaka za vrijeme
At je mala konacna promjena vremena

AS je mala konacna promjena akumulacije (sadrzaja S)



ulaz u ) .
volumen

5 (

Us
U+ |
= 1
Uo ': ukupan =y
U 3 :’ volumen V I 2 -
-

U,I su ulazni i izlazni tokovi za ukupan
volumen

, . promjena
izlaz iz ﬂ ..
zbog reakcije
volumr
U volumenu

|

U1
.| diferencijal — -,
u> 7| volumena 2
0a dv

u, i su ulazniiizlazni tokovi
za diferencijal volumena



modeli se razlikuju prema volumenu za koji se postavlja
bilanca

modeli s usredotocenim ili koncentriranim veliCinama
stanja = ukupan volumen u kojem se odvija proces
(primjer: biokemijski reaktor )

modelu s raspodijeljenim ili distribuiranim velicinama
stanja = samo dio cijelog volumena
(primjer: samo vanjski dio namirnice)

modeli s usredotocenim veliCinama stanja postaju
sustavi obicnih diferencijalnih jednadzbi

modeli s raspodijeljenim veliCinama stanja postaju
sustavi parcijalnih diferencijalnih jednadzbi



- bilance postaju diferencijalne jednadzbe kada se
provede granicni postupak u kojem konacne
razlike/diferencije (A) postaju infinitezimalne veliCine
(diferencijali, A—»d )

[Infinitezimalno = beskonacno malo da bi moglo biti
izmjereno ili izracunato, zajednicki naziv za

diferencijalno i integralno racunanje]

. AA dA _ d
lim |—)= —= —A4
At—oo \ At dt dt

- PRIMJER: bilance mase reaktanta A

d
aAZD‘AO_D‘A_kl‘A‘l‘k_l‘B
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ANALITICKI MODELI ~ NEANALITICKI MODELI

1ZRACUNAVAIJU KONKRETNA RIESENJA DAJU INFORMACIJE O ODNOSIMA x i y
izvedeni su iz temeljnih zakona

Regresijski

fizike, kemije i biologije v
J 9y Neuronske mreze

Neizrazena logika

Ekspertni sustavi

Analiticki modeli mogu biti deterministicki ili stohasticki.

Deterministicki algoritam

U bilo kojim uvjetima za isti unos izracunava isto rjesenje,
izvodedi svaki put identiCan niz naredbi.

Stohasticki algoritam

U najmanje jednom dijelu izvrsavanja donese neku odluku
sluc¢ajnim odabirom.



Klasifikacija analitickih modela

< \

Deterministicki y=f(t) Stohasticki y=f(t)

u fazi upravljanja
(temelje se na tocnim vrijednostima)

7\

Distribuirani Usredotoceni

~ N\ N
S~ -

Radi lakSeg upravljanja i
optimiranja
cilj je
procese voditi kontinuirano.

Linearni

(pravac)

Nelinearni
(krivulja)

(ako se to moze
primijeniti na proces)




Deterministicki

Stohasticki

Distribuirani ili
raspodijeljeni

Usredotoceni ili
koncentrirani

Diskretni

Kontinuirani

W
% i
£ 0

g

£

® 10
15
2
s

||||||||||||

Linearni

Nelinearni

IzraCunavaju uvijek isto rjesenje (pri istim uvjetima).

IzraCunavaju rjesenje koje je unutar raspona, ‘vece od’
ili ‘manje od".

Ulazne vrijednosti za volumen ili proces na koji se
odnose uzimaju kao da je volumen ili proces homogen.

Za svaki dio volumena ili procesa izraCunavaju drugacije
vrijednosti.

Podaci ne slijede jedan za drugim u neprekinutom

vremenskom nizu.

(Ako temperaturu zraka mjerimo jednom godisnje, ne mozemo podatke
za 10 godina prikazati linijom nego stupcima; Ocjene razliCitih ispita ili
studenata; Podaci za razliCite proizvode.)

Podaci slijede jedan za drugim u neprekinutom

vremenskom nizu.
(Ako temperaturu zraka mjerimo svakih 60 minuta mozemo podatke za

"1 10 godina mozemo prikazati linijom; Rast Covjeka tijekom odrastanja;

Podaci za isti proizvod tijekom skladistenja.)

Podaci na grafickom prikazu povezani pravcem.

Podaci na grafickom prikazu povezani su krivuljom.
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V{4

D. Magdic¢: ,Numericke metode
Skripta za studente, PTF Osijek

1. METODE ZA RJEéAVAUJE
LINEARNIH JEDNADZBI

Direktne metode
1. Gauss-ova eliminacija
2. Gauss-Jordan-ov postupak
Iterativhe metode

3. Jacobijeva linearna iteracija
4. Gauss-Seidl-ova iteracija



Gauss-ova eliminacija

Zadan je sustav linearnih jednadzbi:
X+ 2y-32=0
2X - y+4z =5
3X+ y-z=2
Pri odredivanju rjeSenja metodom Gauss-ove

eliminacije zadani sustav jednadzbi se napise u

-

matrichnom obliku: A . x=05b
1 2 — 3| |x )
2 —1 4|-|y|=]5
3 1 —1| |z 2




RjeSavanje se provodi na slijedeci nacin:
Potrebno je naciniti proSirenu matricu Ab, tako

da vektor rjeSenja pripisemo kao Cetvrti stupac

matrici koeficijenata A

A b
1 2 =3/ |xl |0 R 12 -390
2 —1 4/|-|y=]5 Ab=2 -1 4 5
3 1 —1| |z 2 3 1 -1 2

Nad prosirenom (Gaussovom) matricom provodimo
elementarne transformacije. Mnozimo i dijelimo retke
nekim brojem ili zbrajamo i oduzimamo od jednoga retka

vrijednosti nekoga drugoga retka.



1 2
2 -1 4

-3 0

5
2

2 -3 0
-5 10 35| ~
-5 8 2

2 -3

-5 10 5|~
0O -2 -3

¥2.2-3.3 20
2

x+4—2:o
2




Gauss-Jordan-ov postupak

Elementarne transformacije koje su provedene u
drugom koraku rjesavanja kod Gauss-ove
eliminacije moguce je nastaviti sve dok na

glavnoj dijagonali matrice nisu jedinice, a ostali

elementi ispod i iznad dijagonale nule.

9 1

— 1 2 0 — 1 0 0 —

1 2 3 0 5 5
o1 -2 -] ~10120 2 ~101 0 2
3 3 3

= 00 1 —= 0 0 1 —
0012 5 >




Kada su elementi glavne dijagonale jedinice, a
ispod i iznad glavne dijagonale nule rjesenje je

moguce ocitati direktno iz matrice:

1. redak: 1:x + 0y +0-z=0.5
2. redak: OX+1y+0z=2
3. redak: Ox+0y+1z=1.5

1
\®)

0.5 b 1.5

z

X



-0,3

1,4

0,5

Al

-0,1

0,8

0,5

0,5

-1,0

-0,5

0,5

2,0

1,5




primjer u MS Excelu



1. METODE ZA RJEéAVANJE
LINEARNIH JEDNADZBI

Direktne metode
1. Gauss-ova eliminacija v
2. Gauss-Jordan-ov postupak v
Iterativhe metode

3. Jacobijeva linearna iteracija
4. Gauss-Seidl-ova iteracija



2. METODE ZA RJEéAVANJE
NELINEARNIH JEDNADZBI

1. Jacobijeva linearna iteracija
2. Wegstein-ova metoda
3. Newton-Raphson-ova metoda

4. Metoda sekante



3. METODE ZA INTEGRIRANIJE
DIFERENCIJALNIH JEDNADZBI

EKSPLICITNE METODE

1. Euler-ova metoda

2. Korigirana Euler-ova metoda
3. Taylor-ov razvoj reda

4. Metoda Runge-Kutta 2

5. Metoda Runge-Kutta 4



4. LINEARNO PROGRAMIRANIE
Simplex algoritam

1. Optimalno namjesavanje smjese sirovina
2. Optimiranje sastava obroka

3. Optimiranje iskoristenja pogona/strojeva



DODATAK

1. Podjela matematickih modela
2. Klasifikacija modela prema matematickoj strukturi

3. Matematicki alati za rjesavanje jednadzbi modela



1. METODE ZA RJEéAVAUJE
LINEARNIH JEDNADZBI

Iterativhne metode

3. Jacobijeva linearna iteracija
4. Gauss-Seidl-ova iteracija



2. METODE ZA RJEéAVANJE
NELINEARNIH JEDNADZBI

1. Jacobijeva linearna iteracija

3. Newton-Raphson-ova metoda



KONVERGENCIJA METODA

Primjer nelinearne jednadzbe: f(x) =x-e*

f(x)=0 X=7
Jacobi-jeva iteracijska formula:

X=e*
[ Xer = (%) ]

Newton-Raphson-ova iteracijska formula:

{ f(xk)

Xk-l—l =Xk - fl(xk)




0.62r Jacobi-jeva metoda

0.6}

0.58}

0.56}
0.54f

0.52f

0.02r
| Newton-Raphson-ova metoda
0.6}

0.58}

0.56}
0.54f

0.52f




0.62

0.6

0.58

0.56

0.54

0.52

0.5

Jacobi-jeva metoda

Newton-Raphson-ova metoda
ima visi stupanj konvergencije!

l * Brze dolazi do konacnog, tocnog rjesenja!

Newton-Raphson-ova metoda -

0

5 10

15



MATEMATICKI UVJET ZA KONVERGENCIJU
Jacobi-jeva linearna iteracija

Rjesenje za x oznaCcavamo

Algoritam grékim slovom ¢ (ksi), tako da je
1. A*x=b A* & =b

2. x=[a*x+b] §=[a*§+b‘

3. [Xeaq=a*x, +b € = Xy = &

Razliku ili pogresku izmedu rjesenja u pojedinoj
e, = Xy - & iteraciji i tocnog rjesenja oznacavamo s ,e,”.

X2-E=[a*X1+b]‘[a*g—b]=a*el
e3=X3'E=a*X2+b_a*g_b=a*e2=a2*e1

‘en+1 =an* 31\

niz pogresaka : e;, a «e;, a2«e; ,a3.e;.. . a"«e,

(D
N
Il




Uvjet konvergencije Jacobijeve metode:

Xev1 =9 (%) uvjet | g(g) <1

>k
Xep1=a*X . +Db

n
lim €,y = lim (Cl '81)—Ozasvakz €1 ako je|la| < 1

n—a0 n—a0



Definicija stupnja konvergencije:

€k+1 =d-

stupanj konvergencije

Cri1 = g'(f).ellc

Jacobijeva metoda ima stupanj konvergencije n=1



MATEMATICKI UVJET ZA KONVERGENCIJU
Newton-Raphson-ova iteracija

Poznat nam je uvjet konvergencije Jacobijeve
metode

Xr1=8(x) uvjet [g(®)|<1

Primijenimo isti rezultat za Newton-Raphson-ovu
iteracijsku formulu

f (xk)
Xk+1 = Xk - fr(xk)

f(xk)
fr(xk)

odgovarajuca g(x) funkcija je: g(x)=xk -



Lokalni uvjet konvergencije

Newton-Raphsonove metode je |g'(§) | <1

g'(¢)

f(&)- £(é)

/(&)

<1



€11 = X1 -6 = X - f(Xp) /(%) - €

R Al I
k1l o f,(g)

e, =c-e;

Newton-Raphson-ova metoda ima

stupanj konvergencije n=2



b)

a)
f(X)J\ A f(x)) \ 7
A, ___M &x) i Az
4, A ALY
/ o/ B 1 AN
 2(x) | N
,IYo )I(I XlleS j x0 * /;’4 A j
c) d)
fix )A f(X)A g@/f’
M
i NS
S I e

Slika 1.1: Geometrijska interpretacija iteracije z,+1 = g(x,)



y=9(x) Newton-Raphson-ova metoda

tangenta u (X,,f(X;))

tangenta u (x,f(xy))

tocno konacno rjesenje

£ (y=0)




2. METODE ZA RJEéAVANJE
NELINEARNIH JEDNADZBI

2. Wegstein-ova metoda




Jednadzba pravca kroz dvije tocke

Ty (X1, 9:=9(Xy))

T, (X, =91, 9,=9(X%5))

Y=V = Y2~ '(x_xl)
Xy =X

y_glzgz_gl'(x_xl) y=X=X;
Xy =X

2
_x °
X, = 8 1" &>

2-g,—x—g,






‘E\ : / g(x)=x"-2 2%
4 AW / s
o\
:\L A
3 . / 2 x-ﬂ/@x %f
SN / @ e oo
: O~ Pyt @0005&8&0;&;)0\75
. Tree QOGO =\X -
° : 0000000° OO = |
0000P° f(x)=x e ——
> 1 . // gx)=1+2/x _|
0 .
B E f(X)=0 gl
A
2=
_ B '. | | : | ] | | | | | ] ] | | | ] ]
2 0 1 2 3 4 5

Moguci oblici riesenja

f(x)=x*x-1x-2

X
terativnim metodama



2. Matematicko modeliranje,
optimiranje i upravljanje

Stacionarna stanija
kemijskih reakcijskih mehanizama

Stacionarna stanja
enzimskih reakcijskih mehanizama



Stacionarna stanja
kemijskih reakcijskih mehanizama
(linearni kineticki modeli)

k1 k2
A — B — C
-« «—
k-1 k-2
B
A
k-1 /
A k-2 | | k2




k1 k2
A —B —C

k-1 k-2

grozde — vino — vinski ocat
SecCer = alkohol - ocat

glukoza/fruktoza — etilni alkohol — octena kiselina



>
.
=
?r?r\
N e
o

o/
P
O

AB,C =7

2 NaCl = 2 Na + Cl,
2 H,O =2 H, + O,

C.H,,0s = 2 C,H.OH + 2 CO,
CioH2504; + H,O = 2 CgH, 5,04

saharoza = glukoza + fruktoza (H,0, 3<pH<5)



Q Energy ; o
Q 'Mbg,
A %ﬂ | e
g TR %jg

CaMKKjp



k1l

k-1

k2

A —B —C

k-2

V = konst.

=D =razrjedenje

dt

dt

dt

d
_C=+k2’B_k_2'C_D'C

d
_A=D'A0+k_1'B_k1‘A—D'A

d
_B=k1'A+k_2'C_k_1'B_k2‘B—D'B

. . d
u stacitonarnom stanju — E <B

A

C

|

0

selektivnost =

C




d
EA:D‘A()‘l'k_l'B_kl'A_D’A

d
EB:kl‘A‘l'k_z'C_k_l’B_kz'B_D'B

d
_C=+k2'B_k_2'C_D'C

dt
—(D+k,) k., 0
A= K —(D+k_ +k,) k_,
0 k, —(D+k,)




—(D + k1)
ey
0

k_. 0
—(D +k_q + ky) k_,
k> —(D +k-_3)
X
k_ 0
—(D+k, +k,)) k_,
k, —(D+k_,)

k1

k2

kel

" k2

A

C

A-l >k

_D .AO

0

>




Y
(-

o
jﬂ
(]

A k-1
% I R e S—
b‘ C V = konst.
19_p
1%

d A B, C
aA:D‘Ao‘l'k_l'B‘l'k_z'C_kl‘A_kz‘A_D‘A

d
—B=+ky-A—k_, B—D-B

d
Ecz‘l‘kz'A_k_Z'C_D’C

A
) ) d B
u stacionarnom stanju - T (B) =0 selektivnost = —
C




d
—A=D Mgtk g Bk, C—ki-A=ky-A=D-A

d
—B =tk -A~k_y B-D-B

d
—C=+ky A=k, C=D-C

~(D+k +k) K, k
A= k, -(D+k_,) 0
k, 0 ~(D+k,)




—(D + k{1 +k,)
ky
k;

Il
Sl

A *x

k_1
—(D + k_4)
0

k_z
0
—(D + k_5)

A-l >k

>



k1
/ A o 4|
k-1
A w2l ke 0 e
k-3
V = konst.
k v
£

=D

SRES

d A B, C
aA:D‘A0+k—1'B+k—3'C—k1'A—kg-A—D-A

d
_B:kl‘A+k_2'C—k_1-B—k2-B—D.B

dt
d
EC=k3’A+k2’B_k_3'C_k_2'C_D'C
d A B
u stacionarnom stanju — T B|=0 selektivnost = —
C




d
EA:D°Ao+k_3'C_kl'A+k_1'B_k3'A_D‘A

d
EB:kl‘A—kl'B+k_2'C_kz'B_D‘B

d
ac=k3’A+k2‘B_k_3‘C_k_2’C_D‘C

—(D+k, +ky) k., k_,
A= k —(D+k +k,) k_,
k, k, —(D+k,+k,)




—(D + ky + k3) k_q k_3 A
kl _(D + k_]_ + kZ) k_2 * B
ks k, —(D+k_s+k_y)| Ic

A*%=h
\ 2 At
—(D+k +k,) k., k_,
A= k —(D+k +k,) k_,
k, k, —(D+k  +k.,)

k

1

k

X

k-3

1
k-2

i

|

S

_D 'AO




Izvedite bilance za produkte E i H
u sljede¢em reakcijskom mehanizmu

g
A0 |
V=konst |l
k4 F Q:D
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dt
dB— D
dt
dC— D
dt =
dE— D
dt
dF— D
dt
dG— D
dt
dH— D
dt =
dl— D
dt

d
_A=D’AO—D'A—kl'A‘l‘k_l'B—kz'A‘l‘k_z'C

‘B+ky-A—k_y-B+k_3-E—ks-B
CH+ky-A—k_p - CH+k_s-H—ks-C

‘E+kyg B—k_ g E+k o F—ky E—kg-E+k_g-G
Ft+ky - E—k_,F

G+kg E—k g G
H4ks-C—k_c-H+k g I+k o -J—ke H—k,-H

I+k6'H_k_6'I
SJ=-D-J+k, H—k_;-]



Elementi neophodni za
opisivanje tablica i grafikona

PROCES: MATERIJAL,. IZMJVERENO,. UVIETI I POCETNI MJERNE VELICINE
UREDAJ NAMIRNICA; | IZRACUNATO; METODA UVIETI I
UZORAK I1Z LITERATURE MJERNE JEDINICE
Protocni Reaktant A Izradunate Slijedni Q = 0,01 Ls! Protok (Ls™1)
kemijski Produkt B vrijednosti reakcijski A, = 2 gLt Koncentracija(gL1)
reaktor Produkt C mehanizam V = konst. Volumen (L)




2. Matematicko modeliranje,
optimiranje i upraviljanje

Stacionarna stanja
kemijskih reakcijskih mehanizama

Stacionarna stanija
enzimskih reakcijskih mehanizama




Stacionarna stanja
kemijskih reakcijskih mehanizama
(linearni kineticki modeli)
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Stacionarna stanja
enzimskih reakcijskin mehanizama
(linearni kineticki modeli)

S By BB « P PB4

lc-1
TEORIJA

- Enzimi su uglavnom proteini, a samo su neke RNK
ribosomi.

- Imaju veliku kataliticku moc
(ubrzavaju reakcije 106-108 puta).

- Nemaju sporednih produkata, a njihova aktivhost moze

se kontrolirati i regulirati.



Brzina enzimski katalizirane reakcije Cesto je veca od
brzine te iste reakcije katalizirane nebioloskim

katalizatorom.
Enzimi su visokospecificni te uglavnom jedan enzim
katalizira samo jednu reakciju pod odredenim fizikalno-

kemijskim uvjetima.

U organizmu postoji mnostvo enzima od kojih svaki

pojedini katalizira odredenu reakciju.

Reakcije su medusobno povezane unutar metabolizma.



Michaelis-Mentenicina konstanta (K,,)

numericki izrazava afinitet enzima prema supstratu.

K., se definira kao ona koncentracija supstrata kod koje

je brzina reakcije jednaka polovici maksimalne brzine.

K., ovisi o supstratu te o uvjetima okoline kao sto su pH

| temperatura.

Eksperimentalno se odreduje mjerenjem pocetne brzine

reakcije (v,) kod razlicCitih koncentracija supstrata, dok

se racunski definira kao:

kgt ks,
M — kl




ol —~_ | | | |
0 @ K, 3K, 4Ky 5Ky
[S]

Sto enzim jade veZe svoj supstrat, reakcija je sporija i
manja je vrijednost Ky,



St o @_,.“ P+E

k-1

Bilanca enzim-supstrat kompleksa u stacionarnom

stanju postaje linearna jednadzba:

d
EES:[O — kl'S'E_k_l'ES_kz'ES]

RijeSimo ovu jednadzbu po varijabli E uz uvjet E + ES = E,

k_ +k,
k1

ES =E,- Ky = (Michaelis-Menten konst.)

S
Kp+s
Najveca brzina reakcije bit Ce ostvarena kada sve

molekule enzima budu u obliku ES kompleksa.

Ta brzina definirana je kao maksimalna brzina enzimski
katalizirane reakcije, a odredena je kao:

Umax = k2 - Ey



MODELIRANJE ENZIMSKE REAKCIIE o

S+E_“SES _“,P+E | |

et | e |

V = konst.

SRES
I
O

d s0 s, ES, p
—s=k_y-ES+D-(sg—s)—k,-s-E %ZQ

dt

d S Zi 7
—FS = kl s F — k—]_ . ES — kz . ES Zasto mnozimo s ,E
dt >E = >k

d
—pn=k, ES—D-
dtp 2 p

Ukupna koliina enzima -
. . a T _
E,=E+ES u stacionarnom stanju:  — (s,ES,p)' =0




L s = kl-s@k_l-ES—kz-ES=O E,=E +ES

> E=E)~ES >
kl-s-—k_l-ﬁ—k2-§=0

kl'S‘EO_kl'S'ES_k_l'ES_kz'E5=O

-5+ Eg(=)(ky: sk-_1(Pky) - ES = 0

kl ‘S‘EO
(kl’S + k—l + kz)

=~
[y

ES =

ES =E, @}/s KM

Najveca brzina reakcije bit
ce ostvarena kada sve

Umax = Kz * Eg molekule enzima budu u

obliku ES kompleksa: ES = E,

ES =E

0K+S

S S S
E ] ] :'UM ]
K, +s K, +s K, +s
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Uvrstimo rezultat u bilancu koncentracije supstrata u
stacionarnom stanju i dobijemo izraz koji odreduje

stacionarno stanje koncentracije supstrata:

d
as=D-(so—S) +k_-ES—k,-s-E

d

Koncentracija produkta u stacionarnom stanju je:

d
—p=k,-ES—D-p=0
dtp 2 p

D 'p=k2 - ES

_k2 — I = .S
p—D ES —)1‘—k2 ES—UM K+

Odredili smo izraz
za izraCunavanje
koncentracije produkta

u stacionarnom stanju.




Da bi se primijenio algoritam Jacobi-jeve linearne iteracije,

preuredimo izraz
S

Ky +s
u oblik x = g (x), odnosno za ovaj primjer s= g (s).

0=D:(sg—S)— vy

Preuredeni oblik bilance je tada:

Uy S

D Ky+s

Algoritam Jacobi-jevih linearnih iteracija za izraCunavanje
koncentracije supstrata u stacionarnom stanju dan je
izrazom:

S=SO_

Um Sk
S =Sy — —* k=1, 2, ..... N
k+1 0 D Kpy+Sk / / /

indeks k je redni broj iteracije.

Uvjet konvergencije je: |g'(s)| < 1
Odredimo li derivaciju, uvjet konvergencije postaje:

Upm Ky

. <1
D (Ky + s)?




Primijenimo |li Newton-Raphson-ovu iteraciju

f(xx)

X = X —
k+1 k f,(xk)

za bilancu supstrata u stacionarnom stanju

S
Ky +s

0=D:(sg—5)— vy

dobije se Newton-Raphson-ov izraz za izraCunavanje

koncentracije supstrata u stacionarnom stanju:

S
D - (so=51) = Vm 45~

Sk+1 = Sk T Koy
D4 vm iy + 50)2

Racunalni program za vjezbe: Vjezba2_ERM_Modeli_2024_25.xlIsx
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Izvor: https://hr.wikipedia.org/wiki/Enzim

Enzim je bioloski katalizator.

Enzimi su neophodni za zivot kakav poznajemo, jer su mnoge
reakcije koje se odvijaju u stanicama organizma prespore te bi
vodile do bitno drugacijih produkata koje organizmu ili ne
trebaju, ili bi stetili.

Kao i svi katalizatori, enzimi funkcioniraju na nacin da
snizavaju energiju aktivacije pojedine reakcije, te na taj
nacin reakcije ubrzavaju i do nekoliko milijuna puta.

Enzim ostaje nepromijenjen Citavim trajanjem reakcije na
koju utjeCe sto mu omogucava da, kad se jedna reakcija privede
kraju, ukljuci u drugu potpuno nepromijenjen.

Na aktivhost enzima mogu utjecati razliCite molekule.
Aktivatori su pak molekule koje povecavaju aktivhost enzima.
Inhibitori, prirodni ili umjetni stvoreni u laboratoriju, su
molekule koji ili umanjuju aktivhost enzima, ili je potpuno

unistavaju.

Neki su inhibitori korisni, a neki su stetni i opasni.


https://hr.wikipedia.org/wiki/Katalizator
https://hr.wikipedia.org/wiki/Stanica
https://hr.wikipedia.org/wiki/Energija_aktivacije

Mnogi lijekovi su ustvari inhibitori enzima.

Npr. aspirin je inhibitor enzima koji rezultira stvaranjem
prostaglandina (inflamatorna molekula), te tako stopira bol i
inflamaciju.

Otrov cijanid deaktivira enzim citokrom C oksidazu i na taj nacin
blokira stanicno disanje.

Da u ljudskom tijelu nema enzima, umrli bismo.
Enzimi sluze kao katalizatori biokemijskih reakcija.

Bez njih ne bismo mogli izvoditi vitalne reakcije poput kopiranja
DNK i probave hrane.

Takoder su potrebni da bi se dogodila kataliza, koja tijelu daje
koli¢inu aktivacijske energije.

Proteinski enzimi Cine veliku vecinu enzima u ljudskom tijelu.


https://hr.wikipedia.org/wiki/Aspirin
https://hr.wikipedia.org/w/index.php?title=Prostaglandin&action=edit&redlink=1
https://hr.wikipedia.org/wiki/Cijanid
https://hr.wikipedia.org/w/index.php?title=Citokrom_C_oksidaza&action=edit&redlink=1
https://hr.wikipedia.org/wiki/Stani%C4%8Dno_disanje

Katabolizam - proces koji oslobada energiju u nasem tijelu.

Velike molekule iz hrane (ugljikohidrati, masti i bjelancevine)
razgraduju se na manje molekule.

Tako nastaje energija koja osigurava gorivo za metabolicke,
toplinske i mehanicCke procese (odrzavanje tjelesne temperature i
gibanje misica).

Katabolizam bjelancevina — enzimi ?

pepsin, trypsin, chymotripsin, aminopeptidaze, ...

Katabolizam masti — enzimi ?

lipaze, dehidrataza, hidrolaza, oksidaza, transferaza, ...

Katabolizam ugljikohidrata — enzimi ?

glikolaza, laktaza, dehidrogenaza, sintetaza, ...



| |
{ I8
ST NSRS T U W SN S PSR S E S NS S Te———

Izvor: https://hr.wikipedia.org/wiki/Krebsov_ciklus

Krebsov
ciklus




Supstrati, enzimi i produkti u Krebsovom

ciklusu

Supstrat Koenzim —HRZiIN. Vrsta reakcije Inibitori Aktivatori Produkt
til-CoA, . . B ) )
1 oksalacetat aceV:) dao citrat sintetaza  kondenzacija citrat
2a ?itrat - dehidracija [zocitrat
akonitaza s akonitat
2b cis{akonitat voda hidracija cis-aXonitat,
voda
3a 1zQcitrat NAD+* o oksidacija o&\(&t(gg(l)utarat,
q hl_z(;)atrat NADH,ATP  Ca’*, ADP o li
ehidrogenaza
3b oksals\kcinat H* 5 dekarboksilacija 0 SaNSAN_:]mat’
NAD*, CoA- a-ketoglutarat  oksidativna NADH, , sukcinil-GpA,
4 a-ketoglutgrat . o - Ca?t
SH dehidrogenaza dekarboksilacija  sukcinil-CoA NADH, C
sukcinil-CoA sukcinat, G
5 sukcinil-CoA ‘QDP, fosfat . fosforilacija ’ ’
sintetaza : CoA-SH
_ sukcinat e
6 sukcinat FAD . oksidacija fumarat, FADH,
eihdrogenaza
7 fumarat voda hidracija L-malat
3 L-malat NAD- malat ksidacija oksalacetat,

deidrogenaza

_____—7 NADH

Izvor: Wikipedia: Krebsov ciklus. 2012. http://hr.wikipedia.org/wiki/Krebsov ciklus [4.11.2012.]


http://hr.wikipedia.org/wiki/Krebsov_ciklus

- Prepoznajete li vaznost enzima u prehrambenom inzenjerstvu?

- A vaznost enzima u metabolickim procesima?
- Imate li ideju kako ubrzati probavu (metabolicke procese)?
- Zasto zvacemo hranu?

- Zasto je uz meso i masnu hranu dobro jesti salatu?

- Razumijete li sada vaznost temperature vode u perilici pri

pranju deterdzentom s dodatkom enzima?



Jacobi-jev iterativni izraz za izracunavanje
koncentracije supstrata u stacionarnom stanju:

Um Sk

D KM + Sk
Newton-Raphson-ov iterativni izraz za izracunavanje

Sk+1 = So —

koncentracije supstrata u stacionarnom stanju:

s
D'(SO_SR)_VM'KM—_T_SR

Sk+1 = Sk T+ Ky
D .
T UM Ky + 50)2

Kada odredimo koncentraciju supstrata, uvrstimo ju u

izraz za koncentraciju produkta u stacionarnom stanju:

_UM S
D Ky+s

p



2.3. Matematicki modeli nelinearnih sustava

I njihovih stacionarnih stanja

Model stacionarnih i dinamickih stanja pH

u protocnom reaktoru

Model jednostrukog uparivaca

| uparne stanice s tri stupnja uparivanija




e I nelinearni sustavi imaju
stacionarna stanja



]
S e e

ot ! Sl

e —...h;.-....‘-l-‘l‘\f\\..rl\l\-\-\.l-.-\n .._..r..-... _
| B ~ \,'.”....\.
. |

Qs0
Ts0
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https://www.youtube.com/ Falling Film Evaporator


https://www.youtube.com/watch?v=N7iIzKA5xh8

2

protok supare
temperatura supare

protok rijetkog soka
temperatura rijetkog soka
udio suhe tvari

protok pare / kondenzata pare
temperatura pare na izlazu

>

Qv
Q,

Proces se projektira i vodi tako da se postigne maksimalna

cfikasnost uparavanja =

efikasnost uparavanja, za zadane vrijednosti udjela suhe tvari u u
rijetkom (ulazna sirovina) i koncentriranom soku (proizvod), uz

maksimalno zadrzavanje kakvoce proizvoda.



Qs0
Ts0
xs0

Qp
TpO

1 2 3

Qvl Qv2

{11 | T

Ql, Tl x1 Q2, T2, x2 Q3, T3, %3 .

Kriteriji optimalnog upravljanja

max[ (O, T.)= O } d (nutrijenti,) = 0

Q., dt



Pritok rijetkog soka

Pritok pare

Isparivac

Odzracivanje
Izlaz kondenzata
pare

Izlaz koncentrata

GEA Wiegand

Izvor:
Discover Engineering
https://www.youtube.com/watch?v=N7ilzKA5xh8&ab_channel=Howden

Izlaz pare

Separator

Izlaz koncentrata
Parni kanali Animation: INware




ulazne veliine 2 izlazne velitine
Qs0
Ts0
xs0 Qp
Il :
Qp
[ (Qsg ] i
Qk
9

150 1 uparivac (T

Qp veliCine stanja

\TPo.

y
upravljacke veliCine




Tehnoloske znacajke procesa

proces je skup jer su potrebne velike koliCine pare (energije)
odvija se na visokoj temperaturi

moze doc¢i do degradacije proizvoda
(smanjenje nutritivne vrijednosti i organoleptickih svojstava)

proces je nelinearan
bilance je relativno jednostavno modelirati

ali tesko je matematicki izraziti koeficijent prijenosa topline za
newton-ovsku tekucinu s promjenjivim udjelom suhe tvari

proizvod je suha tvar koju tijekom procesa koncentriramo
proces vodimo optimirajuci djelotvornost uparavanja

djelotvornost je omjer protoka supare i protoka zasicene pare



sloZzenost odredivanja koeficijenta prijenosa topline zbog

promjenjivog udjela suhe tvari ¢ini model zahtjevnim

maseni udio suhe tvari bitno utjeCe na reoloska i termofizicka
svojstva koncentrata (specificnu toplinu, koeficijent toplinske
vodljivosti i toplinski difuzivitet)

funkcionalna ovisnost navedenih parametara o udjelu suhe tvari
odreduje se na temelju eksperimentalnih istrazivanja u
laboratorijskim uvjetima, nelinearna je i ima oblik krivulje

na temelju izmjerenih podataka izraduju se regresijski modeli

nelinearni regresijski modeli to¢nije aproksimiraju krivulju



f(x) |

A

Linearni model (lin. Regresija) = velika pogreska

Nelinearni model (nelin. regresija) = manja pogreska

v

f(x)



y = 1,9639x%:1193

/ : y =0,0062x + 2,6738 |

b

y = -6E-09x® + 1E-06x° - 9E-05x* + 0,0033x3 - 0,0679x2 + 0,6775x + 0,5425

Krivulja zadane funkcije
Eksponencijalna regresija
Linearna regresija

Polinomna regresija 6. stupnja



Bilance stacionanih stanja

Pretpostavke:

— zanemarive su kemijske pretvorbe i njihov utjecaj na bilance
mase i energije

d
- nema promjene akumulacije mase i energije, — (mE) =0

— maseni udio suhe tvari (proizvoda) je sacuvan

Model se temelji na sljedec¢im bilancama:

. ukupna bilanca mase
. bilanca mase suhe tvari

. ukupna bilanca energije

A W N B~

. bilanca energije vodene pare
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ulazne velicine izlazne velicine
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ukupna bilanca mase: Q = maseni protok
— \
+0p =0, +0, +0
SO P L V P
& //
bilanca mase suhe tvari:

Oso X0 =0, 'X(T)

ukupna b||anca energ Energija koju Energija koju Energija koju

odnosi supara odnosi koncentrat  odnosi para

QSO'CP(XO) T+ 05 lP( PO) 0, - ZV( )+QL CP( )T+QP lP( )

Energija koju Energija koju =
donosi rijetki sok donosi para

bilanca energije za vodenu paru:

QP'[iP(TPo)_iV( )] 5 - h( )(PO T)




Specificna toplina
je
kolicina topline
koju jedinica koliCine tvari treba primiti

da bi joj se temperatura podigla za jedinicu temperature.

Litra vode nema jednaki c, pri 10, 151 20 °C. Stoga se razlikuje i
kolic¢ina topline koju je vodi potrebno dovesti da bi joj se

temperatura povecala s 10 na 11, s 15 na 16 ili s 20 na 21 °C.

Voda ima jedan od najvecih specificnih toplinskih kapaciteta, Cija
vrijednost pri sobnoj temperaturi iznosi:
c,(H,0) ~ 4,2 kJ kgt K = 4181,3 ] g-iK-?
c,(led) ~ 2,1 kJ kgt K! = 2100 J g'K?

Entalpija je mjera za unutarnji sadrzaj toplinske energije.



Toplinska vodljivost tvari jednaka je koliCini topline koju provodi kroz

jedinicu povrsine, u jedinici vremena, pri standardnim uvjetima, a da se

pritom vrijednost temperature smaniji za jedan stupanj (1 K) na jedinici puta

u smjeru strujanja topline. (Jednaka koli¢ina topline potrebna je i za 1 °C.)

Koefi_cijent ] Volum_etrij_ski Toplinska
(20 °C) topl_l_nske_ Gustoca toplln_skl difuzivnost
vodljivosti kapacitet
(W m-1K1) (kg m-3) (10 J m3 K1) (108 m?s1)
brasno 0,45 593
Secer 0,1-0,2 961
etanol 0,171 789 7
ulje 0,138 918 7,38
mlijeko 0,53
zrak 0,025 1,204 0,001 1938
voda 0,609 998 3,073 9
para 0,0184 0,6
led* 2,18 917

*vrijednost za led pri 0 °C



https://hr.wikipedia.org/wiki/Kemijska_tvar
https://hr.wikipedia.org/wiki/Toplina
https://hr.wikipedia.org/wiki/Povr%C5%A1ina
https://hr.wikipedia.org/wiki/Vrijeme_(fizika)
https://hr.wikipedia.org/wiki/Standardni_tlak_i_temperatura
https://hr.wikipedia.org/wiki/Kelvin

Toplinska svojstva leda

3,5
—Gustoca*1000 R
—Topl. vodljivost
—Spec. toplina*1000 25
—7
—— 1,5
1
y = -8E-05x + 0,9174
—— —_— 0,5
- Temperatura . . 0 .

-100 -80 -60 -40 -20



Toplinska svojstva vode

—Tlak*1000 / /

—Gustoca*1000 / /
Spec. volumen

—Spec. toplina / /

—Spec. entropija / /

)

/

4

/ Temperatura

50 100 150 200 250 300 350
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Concentrate



wom| N\ Parametri modela

,e . stijenka cijevi izmjenjivaca topline

rijetki sok

hidrodinamicki granicni sloj pare

hidrodinamicki granicni sloj soka



Otpori prijenosu topline
R= R; + R, + R
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najvazniji parametar



cp

specificni toplinski kapacitet materijala
opada smanjenjem udjela vode i
porastom udjela suhe tvari

otpor prijenosu topline kroz materijal
raste smanjenjem udjela vode i
porastom udjela suhe tvari

R=R,+R,+R,




ukupna bilanca mase:  Q = maseni protok
Oso +Op =0, +O) +0p
bilanca mase suhe tvari:
Ogo " Xg =0 'X(T)
ukupna bilanca energije:
Oy o) Tsg + 0y iplTy0) = 0y -in(T)+ 0, -, x)- T+ 0, i, (T)

bilanca energije za vodenu paru:

Op '[iP(TPo)_iV(T)]: S'h(x)'(TPO _T)



0.=0,%  0-0.{1-}

X

bilanca mase suhe tvari:
Cetiri nelinearne bilance/iednadzbe pretvaramo u dvije

- veliCine star QSO xO QL .X(T)

- zelimo znati uuio sune wari 1 temperawuru koncentrata

A7) =0y (122 1)+ 03022, (1) 7
0,1y (1)- 0y ey (3 T~ 0y (1)
5. T) =0 [ip(Tg) =i, (T)] = h(x)-S (T = T)



model je pojednostavljen smanjenjem broja jednadzbi sa
Cetiri (bilance/jednadzbe) na dvije (nelinearne jednadzbe)

nelinearne jednadzbe rjeSavamo Newton-Raphson-ovom

f(xy)

X = X, —
k+1 k f’(xk)

metodom

A7) =0y (122 1)+ 03022, (3) 7

X

+0p 'iV(T)_QSO 'CP(XO)'TSO -0y 'iP(TPO)
fz(va):QP '[iP(TPo)_iV(T)]_h(x)'S'(TPO _T)



f(xg)

X = X5, — - X
k+1 k f’(xk) k

/@ afl\
ox OT

d, 9,

\ox OT )

—1

T,

— f(x) 1 f (xg)

-(

f,(x,T)
f.(x,T)

](xkﬂ)



1

2 3

xs0 Qp ) Qvl Qv2
e T1 ™ T2 —— T3
—> 4 J4—>
TpO

= R

Ql1l, V1, x1 Q2, T2, X2 Q3, T3, x3 .
£-q,,

v
: | /™ \
L 2

1) +6'93t4q9p =49, T4y T 4p
i t491 =49 T 49y, T4,
konaéni udiosuhe tvari 3) G, 9y, =43+ G+ Gy,

1) q,,-x,+5q9,=q, "X

bilance mase suhe tvari  2) g, X =4q, "X,

ukupne bilance mase

3) q,°x,=q,"x,



Qs0 1 2 3
Ts0
Xs0 Qvl Qv2
—_— > T — T2 ) 2
>

| 0 M

Ve H_/
. .. Q2, T2, x2 Q3, T3, x3
ukupna bilanca energije > 5 q,. :

) M-cp-T +§‘qL3‘Cp(x3)‘Tg+ M-ip-T
q,,-¢,(x) T +q,,-i,(T)+q,i,(T)

2) QLl'CP(xl)'ﬂ+QV1'iP(ﬂ):
QLz'CP(xz)'Tz"‘QVz'iP(Tz)"'%/l'iV(Tz)

3) QLz'CP(xz)'Tz"'QVz'iP( 2
qL3'CP(x3)'T3+QV3'iP( 3)+QV2 lV( )




AU

Ql1, Tl x1 Q2, T2, x2 Q3, T3, x3 .

bilance energije pare

) gp '[iP(TPO)_iV(Tl): = S'h(xl)'(TPo _T1)
2)  ap[ip(1) =i (T)]= S hlx,)- (T, - 1)

3) gy [ip (1) =i (

S
—
I
A
-
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Koristeni su slijededi linearni regresijski modeli za

- koeficijent prijenosa topline: h(x) = hy —hy - x

- specificnu toplinu: cp(x) =cpg-x +cpy - (1 —x)
CPs = P (solid) =p (suhe tvari u soku)
cp=¢p (liquid) =p (vode u soku)

- entalpije zasicene pare: i,(x) =iy +ip T

- entalpije otparene vode: i,(T) =i, g+ iy, T



Svrha modeliranja procesa uparavanja

1) optimiranje djelotvornosti uparavanja
max ( E)

2) optimiranje kakvoce proizvoda

(npr. indeks kakvoce = koncentracija vitamina u koncentratu)

3) adaptivno upravljanje

za promjenljivi sastav ulazne sirovine (Xg)



Uparavanje rijetkog soka u proizvodnji secera

Barometrijska

kondenzacija vakuum

I brid ITbrid IIbnd IV brid V brid

Povratna para

"N

Rijetki sok

1 Gusti sok

L | | 1
\ :-_ll: ill__"'l'] 1[1"_"i]l [ o I
Skupljadi kondenzata

PETEROCLANA UPARNA STANICA

Izvor: https://hr.wikipedia.org/wiki/Seéerana



f(x) |

A

Linearni model (lin. Regresija) = velika pogreska

Nelinearni model (nelin. regresija) = manja pogreska

v

f(x)



y = 1,9639x%:1193

/ : y =0,0062x + 2,6738 |

b

y = -6E-09x® + 1E-06x° - 9E-05x* + 0,0033x3 - 0,0679x2 + 0,6775x + 0,5425

Krivulja zadane funkcije
Eksponencijalna regresija
Linearna regresija

Polinomna regresija 6. stupnja



3. Modeli dinamickih stanja sustava

Model smrzavanja namirnica

Metoda za rijesavanje diferencijalnih jednadzbi

(Eulerova i Runge-Kutta)

Model sterilizacije namirnica

Model upravljanja biokemijskim reaktorom



- Promjene mjernih veliCina u tehnoloskim procesima

najcéesce su opisane diferencijalnim jednadzbama:

% = f(t,y) % =f(x,y) Z—f =)

- Vecina tehnoloskih procesa odredena je istovremenim

promjenama vise nezavisnih velicina
(primjer: promjenom temperature namirnice mijenjaju se i

viskozitet, gustoca, volumen, udio vitamina i dr.)

- Zato ove promjene ne mozemo opisati obicnim

diferencijalnim jednadzbama (ODJ) nego ih moramo

opisivati parcijalnim diferencijalnim jednadzbama (PDJ)
[u istom trenutku mijenjaju se vrijednosti nekoliko

velicina]



Nije nam uvijek potrebno potpuno tocno rjesenje neke
funkcije

Stoga parcijalne diferencijalne jednadzbe (PDJ)
pojednostavljujemo razliCitim aproksimacijama zadane
funkcije

Tako PDJ postaju obicne diferencijalne jednadzbe (ODJ),
a ponekad i obicne algebarske jednadzbe (OAJ)

PDJ] — ODJ — OAJ

Aproksimacijama ne mozemo izracunati potpuno tocne
vrijednosti rjesenja funkcije nego tek priblizne vrijednosti

Za izracun tocnih ili pribliznih vrijednosti funkcije
najées¢e moramo koristiti numericke metode

Izbor numericke metode zavisi od vrste jednadzbe kojom
su opisane bilance ii druge zavisnosti izlaznih veliCina o
ulaznim velicinama



Obicne i parcijalne diferencijalne jednadzbe (ODJ i PDJ)
koje se pojavljuju u tehnoloskim procesima cesto nisu
rjesive analiticki tj. egzaktno (izraCunata rjesenja ne

mozemo potvrditi mjerenjem)

Zato je za izraCunavanje rjesenja potrebno koristiti

numericke metode
(Primjer: za izraCunavanje temperature namirnice tijekom

sterilizacije, potrebno je rijesiti diferencijalnu jednadzbu)

Najpoznatija je Eulerova metoda (Leonhard Euler, 1768.)

Euler-ova metoda je tzv. Runge—-Kutta metoda prvog reda
(pogreska metode je reda el pa je to metoda prvog reda)

- Vidi skripta: Numericke metode



- Postoje i drugi oblici ove metode kao i njena poboljSanja

(npr.: korigirana Eulerova metoda)
- Ideja Euler-ove metode je da se ,visina” iduce ordinate
iz prethodne konstruira po tangenti u toj prethodnoj

tocki (x = sjeciste tangente i ordinatne osi)

- eksplicitni oblik jednadzbe za primjenu Euler-ove metode

je matematicki izraz:

Yirn) = Yoo T 0 (Yoo To)
y = vrijednost funkcije

k = korak iteracije (iteracija je ponavljanje izracuna)
h = korak integracije (integriranje je izracunavanje povrsine ispod
krivulje)

t = vrijeme za koje se izraCunava vrijednost funkcije
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Primjer iz tehnologije proizvodnije i prerade brasna:

Ekstenzograf je uredaj koji biljezi krivulju koja nastaje mjerenjem
otpora i duljine tijesta pri rastezanju, sve do trenutka kidanja.

Rezultat je prikazan na ekstenzogramu:
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- Presjek vekne kruha prikazana je krivuljom.
- Povrsina ispod krivulje neke funkcije je integral funkcije.

- Za izraCunati povrsinu presjeka potrebno je izracunati

A
J(x)

B

I'= l].f(x)dx




PRIMJER: dy
- zadana je diferencijalna jednadzba: E_O'Z'(t'y)

- opcCi oblik iterativne formule kod Euler-ove metode je
najjednostavnija aproksimacija krivulje

(dobivena je upotrebom samo prvc //7(< 'na Taylor-ovog reda)

o
/‘6 i
006’
Yorry = Yoo + 1 f(Tey Vo) 7 % /2‘@
- gdje je: SNy
006

indeks®= korak iteracije (k =1, 2, 3, ...)
konstanta h)= korak integracije (h = 0.5)

Za zadanu jednadzbu iterativha formula je:

Yo = Yo T 0.2 (59 - V@)



neka je korak integracije|lh = 0.5], tp,=0liy,=0

vrijednost varijable t se povecava (npr. vrijeme u

sekundama) u svakoj sljedecoj iteraciji za zadani korak
integracije h (h = 0.5 sekundi)

korak integracije h je konstantan i za svako

izraCunavanje ima vrijednost h = 0.5

Yy = Yoo T 0 T8y, Vo)

dy _

Y =0.2-(t-
I (t-y)

[ Yier = Y + h-0.2 (& - Yk)]




- neka je korak integracije h = 0.5, t,=0iy, =0

Yi =Yy + h0.2(t;-ys) =0+ 0.5-0.2(0-0) =0
Y, =Yy, +h0.2(t;-y;)=0+0.5-0.2(0.5-0) = 0.05
Y3 - y2 + h'0.2 (tz - YZ) =0.05 + 0.5 - 0.2 (1'0.05) - 0.145

[ Yirr = Y + h-0.2 (£ - vy) ]




1,2

1 0—o

0,8 %

0,6 //

0,4

0,2

k=1 k=9

0 +———— —T —T—TT ‘

0 1 2 3 5
e ) t(s)

h=0.1 h=0.1
t=0.3 t=27



Iterativnim izraCunavanjem dobiveni su sljedeci rezultati

kao parovi tocCaka (x,, y,) kojima prolazi integralna krivulja

koja predstavlja grafiCki prikaz integrirane funkcije

f(x)=dy/dt:

L
0
0.5
1
1.5
2
2.5

ga h W N H, O X

Y k)
0

0

0.05
0.145
0.2805
0.45245

Euler-ova metoda aproksimira krivulju pravcem

(tangentom) u svakoj iteraciji.



Korigirana Euler-ova metoda

Korekcija Euler-ove metode izvodi se tako da se u polovistu
izmedu t,, i t,. ;) povuce tangenta na krivulju, pa pogreska

U Y1) POStaje manja nego kod obicne Euler-ove metode.

Opci oblik iterativhe formule je:

/
V= r e I Gl £ Gt e lf ), t)|]

Za zadanu diferencijalnu jednadzbu iterativna formula je:

11z ] ]
J’k+1:yk_l_h'gtg(fk'yk)_'_g(fkﬂ'h E(tk'yk) }




Iterativnim izracunavanjem dobiveni su sljedeci rezultati
kao parovi toCaka (x,, y,) kojima prolazi integralna krivulja
koja predstavlja graficki prikaz integrirane funkcije
f(x)=dy/dt:

Kt Yo

0 0 0

1 0.5 0.025
2 1 0.0964
3 1.5 0.2120
4 2 0.3670
5 2.5 0.5683
6 3 0.8053
7 3.5 1.0790
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- Za mali korak integracije (h=0.1) metoda preciznije aproksimira
funkciju

. o

<30

25|
20}
15}

10|

T80 100



- Za veliki korak integracije (h=1) metoda manje precizno
aproksimira funkciju

o

30
st
2ok
15}

10f




- Za jako veliki korak integracije (h=5) metoda ne moze precizno
aproksimira funkciju, a niz izracunatih rjesenja je divergentan

200}
100}
/. . . . .
| 1 2 3 4 5 6
-100}
—200]
| h=5
-300}



Usporedba eksplicitne i implicitne Eulerove metode

100



© o5l

30t

20f
15}

10F

) 0 —0—
®
o
@ cksplicitno

@® implicitno
— egzaktno

h = 2 =1 kriticnha vrijednost




- bolje metode od Euler-ove imaju vise koraka o kojima

ovisi iduca aproksimacija

- najpoznatije su Runge-Kutta metode, osobito Runge-

Kutta metoda Cetvrtog reda



Metoda integracije: Runge Kutta 2 - jednadzbe

d .

4 30)= 7.0

Zadan je sustav jednadzbi

Prvi korak (prva tangenta) kl — h : f()_} t)

|

Drugi korak (druga tangenta) k2 p— h . f yi . kl

Konacni izraz yi+1 — yi T k2




Yi

Metoda integracije: Runge Kutta 2

tangenta u t;

tangenta u §; 4/,

/ y(t)

ti+1




Sto zapravo predstavlja ova plava krivulja u primjerima?

Predstavlja graficki prikaz promjene neke mjerne veliCine
(veliCine stanja).

To moze biti promjena temperature materijala, udjela suhe
tvari u materijalu, viskoziteta itd.



Metoda integracije: Runge Kutta 4

Postupak se provodi u 4 koraka: —
ki=h-f(5.t,

1) tangenta na lijevom rubu

2) tangenta u polovistu

3) tangenta u polovistu k3 = h . f .)_;i —+

4) tangenta na desnom rubu k4 — h | f(_)i T 3)

)_;m :.)7i+é.(kl+2°k2+2.k3+ 4




Yi

Metoda integracije: Runge Kutta 4

tangenta u t;

tangenta u §; .4,

y(t)

ti+1




Euler-ova metoda

POVEZNICE:

List of Runge-Kutta methods = =  =====-————-—- Run ge- Kutta 2

Runge-Kutta methods
Runge-Kutta 4


https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_Runge%E2%80%93Kutta_methods
https://en.wikipedia.org/wiki/Runge%E2%80%93Kutta_methods

10

o f(x)

—vy_Euler

—vy_Euler kor.

—Y_R-K 2

—vy R-K 4

30



3. Modeli dinamickih stanja sustava

Model zamrzavanja namirnica

Metoda za rjesavanje diferencijalnih jednadzbi
(Euler-ova i Runge-Kutta)

Model sterilizacije namirnica

Model upravljanja biokemijskim reaktorom



grijanje

sterilizacija
J hladenje

smjer
prijenosa
topline






Model zamrzavanja namirnica

namirnica

visina namirnice (H)

polovica Sirine (L/2)
1]

ambalazni materijal

granicni sloj struje zraka

— Vv, T, — brzina strujanja i temperatura rashladnog zraka



6(t) = debljina smrznutog dijela namirnice

T nesmrznuti dio proizvoda

smrznuti die proizvoeda

ambalaini materijal

grani<ni sloj struje zraka




model za analizu dinamike zamrzavanja prehrambenih proizvoda

proizvod ima oblik kvadra i nalazi se u ambalazi (pretpostavka!)
hladenje se provodi strujanjem hladnog zraka konstantne

temperature (pretpostavkal)
dinamika procesa zamrzavanja odredena je dinamikom
prijenosa topline s granice nesmrznutog na smrznuti dio

proizvoda i s ambalaze na struju hladnog zraka

dinamika prijenosa topline odredena je otporima (W m2K1):

1. u granicnom sloju struje zraka (red veli¢ine 1072),
2. ambalaze (102),
3. smrznutog dijela proizvoda (102)i

4. u granicnom sloju izmedu smrznutog i

nesmrznutog dijela proizvoda (104)



rznuti dio proizvoda

o proizvoda

ambalaini materijal

grani<ni sloj struje zraka




- matematicki model se sastoji od tri dijela:

1. modela dinamicke bilance topline (R, R,, R; i R,),

2. modela otpora prijenosu topline u granichom

sloju |

3. modela sastava prehrambenog proizvoda.



- dinamika procesa zamrzavanja podijeljena je u tri

faze:

- u prvoj fazi namirnica se hladi
od pocCetne temperature do temperature na kojoj voda

u proizvodu prelazi u led,

- u drugoj fazi pomice se granica leda i vode prema

sredistu materijala

(pretpostavka je da se temperatura proizvoda ne mijenja),

- u trecoj fazi namirnica je zamrznuta,
temperatura se snizava i asimptotski se priblizava

temperaturi rashladnog zraka



vy

Temperatura (°C)
= LN

-
-

-15

Vrijeme (min)

(A-B) = period hladenja namirnice do temperature smrzavanja

(B-C) = pomicanje granice smrznuto-nesmrznuto prema unutrasnjosti namirnice

(gotovo da nema promjene temperature)

(C-D) = pothladivanje potpuno smrznute namirnice na temperaturu rashladnog zraka




Osnove matematickog modela zamrzavanja

Dinamika procesa odredena je brzinom prijenosa topline

Brzina prijenosa topline je odredena s Cetiri otpora:

- R, = otpor hidrodinamickog granicnog sloja uz ambalazu

- R, = otpor ambalaze
- R; = otpor smrznutog dijela namirnice
- R, = otpor u grani¢nom sloju smrznuto-nesmrznuto

(podrucje u kojemu voda kristalizira)



R =

R1+R2+R3+R4

N

L e R R A R R LN

TEITEATEATEAEATEATEATEALTEA LT RATEALES

-

T nesmrznuti dio proizvoda

smrznuti die proizvoda

ambalaZni materijal

grani€ni sloj struje zraka




R=R, + R, + Ry + R,

graniéni sloj ambalaza smrznuti granicni
dio sloj
proizvoda led-voda
1 d ot 1
Ry =— Ry, =— Ry(t)= k() R4:h
he K, 5

R1 i R2 mozemo mijenjati u procesu




Prva i treca faza procesa modelirana je procesom prvoag reda s

usredotocenim parametrima.

y=k-x+l=k-x'+1

[
=

L R

[
L

Temperatura (°C)

i
[
-

\

\

Vrijeme (min)




- Prva i trec¢a faza procesa modelirana je procesom prvodq

reda s usredotocenim parametrima.

- Jednadzba modela je:
toplina koja prolazi kroz ambalazu toplina koju namirnica prima

1+d‘1(T NE L dT
h, 'k o HTIP T @

- Termofizicki parametri odrede se posebno za proizvod u
smrznutom i nesmrznutom stanju

- Brzina zamrzavanja je brzina pomicanja granice leda:

d
Vzamrzavanja = E6(t)
- Vrijeme zamrzavanja proizvoda definirano je izrazom

L
o (tzamrzavan j a) = E



- proizvod se smrzava hladnim zrakom u podrucju temperatura
od 0 do -50 °C

Postupak pri modeliranju

1. za odabranu temperaturu rashladnog zraka prvo se odrede

vrijednosti fizickih, toplinskih i transportnih parametara

2. za odabranu vrijednost brzine strujanja zraka i karakteristicne

dimenzije izraCuna se Reynoldsov broj

3. ovisno o podrucju strujanja odabere se korelacija za Nu broj

4. iz korelacije se zatim odredi koeficijent prijenosa hg

5. otpor prijenosu topline kroz ambalazu R, odredi se na osnovu

odabranog materijala i njegove debljine



6. toplinska svojstva prehrambenog proizvoda odrede se iz
pojednostavljenog modela
proizvod se sastoji od dvije komponente:

suhe tvari i vode

- za suhu tvar se pretpostavi (!) da ima konstantnu

specificnu toplinu, gustocu i toplinsku vodljivost

- za vodu se uzimaju vrijednosti u tekucem i zaledenom

stanju

Svrha modela:

odrediti brzinu i vrijeme zamrzavanja




NajCeSce se pise na slijedeci nacin 11;

Dinamicki pritisak  pvZ/L  pv,L wv,L  Inercijalne sile

Re = — —
‘ Smicuci napon pvs /L2 7 7 Viskozne sile
gdje je:
p je gustoca fluida u kgm-3
V, brzina fluida u ms—1
L karakteristiCna duzina m
U je (apsolutna) viskoznost fluida Nsm~2 ili Pa-s
Y% je kinematicka viskoznost fluida, definirana kao v = p/p, u m2s-1

[1] Izvor: http://bs.wikipedia.org/wiki/Reynoldsov_broj


http://bs.wikipedia.org/wiki/Reynoldsov_broj#cite_note-1
http://bs.wikipedia.org/wiki/Gusto%C4%87a
http://bs.wikipedia.org/wiki/Viskoznost
http://bs.wikipedia.org/wiki/Fluid
http://bs.wikipedia.org/wiki/Reynoldsov_broj#cite_note-1

U prijenosu topline na granici (povrsini) unutar fluida, Nusseltov
broj je bezdimenzionalni broj koji predstavlja omjer konvekcijskog i
kondukcijskog prijenosa topline preko te granice (okomito na tu
granicu).

Nusseltov broj blizu ravnoteze, prvenstveno konvekcije i kondukcije
manjih intenziteta, karakteristika je laminarnog strujanja.

Veci Nusseltov broj odgovara aktivnijoj konvekciji, sa turbulentnim
strujanjem, najc¢esce u rangu od 100 do 1000. [l

Konvekcijska i kondukcijska strujanja topline su paralelna jedna s
drugim, kao i s povrsinskom normalom/okomicom granicne
povrSine, a svi su okomiti na srednje strujanije fluida u
jednostavnom slucaju.

hL  konvekcijski prijenos topline

N = =
“ ks  kondukcijski prijenos topline

gdje je:

h - konvekcijski koeficijent prijenosa topline
L - karakteristicna duzina

ks - toplinska vodljivost fluida

[1] Izvor: http://bs.wikipedia.org/wiki/Nusseltovov_broj


http://bs.wikipedia.org/w/index.php?title=Prijenos_toplote&action=edit&redlink=1
http://bs.wikipedia.org/w/index.php?title=Granica_(termodinamika)&action=edit&redlink=1
http://bs.wikipedia.org/wiki/Fluid
http://bs.wikipedia.org/wiki/Bezdimenzionalna_veli%C4%8Dina
http://bs.wikipedia.org/wiki/Konvekcija
http://bs.wikipedia.org/wiki/Toplotna_provodljivost
http://bs.wikipedia.org/wiki/Laminarno_strujanje
http://bs.wikipedia.org/wiki/Turbulentno_strujanje
http://bs.wikipedia.org/wiki/Nusseltov_broj#cite_note-1
http://bs.wikipedia.org/w/index.php?title=Paralelnost&action=edit&redlink=1
http://bs.wikipedia.org/wiki/Povr%C5%A1inska_normala
http://bs.wikipedia.org/wiki/Granica
http://bs.wikipedia.org/w/index.php?title=Okomitost&action=edit&redlink=1
http://bs.wikipedia.org/w/index.php?title=Sredina&action=edit&redlink=1
http://bs.wikipedia.org/wiki/Konvekcija
http://bs.wikipedia.org/w/index.php?title=Koeficijent_prijenosa_toplote&action=edit&redlink=1
http://bs.wikipedia.org/w/index.php?title=Karakteristi%C4%8Dna_du%C5%BEina&action=edit&redlink=1
http://bs.wikipedia.org/wiki/Toplotna_provodljivost
http://bs.wikipedia.org/wiki/Reynoldsov_broj#cite_note-1

Bilanca topline

- pretpostavka o "kvazistacionarnosti” procesa (prividno stacionarno stanje)
- neprekidno se mijenja debljina smrznutog sloja

- brzina smrzavanja = brzina prijenosa topline
toplina_koju namirnica prima toplina koja

o)l
dt

H, - latentna toplina smrzavanja (npr. od +20 °Cdo 0 °C)(H_ = 335 kJ kg)

rolazi kroz ambalazu

Latentna toplina je koliCina topline potrebna za zagrijavanje 1 kg
vode od 0 °C do 100 °C.
Ista kolic¢ina topline potrebna je i za smrzavanje.

Q = 1 (kg) - 4190 (J kgt K1) - 100 °C = 4,19-105 (J) = 419 (kJ)

(Voda se u namirnicama nalazi najces¢e na dnevnoj temperaturi,
koja je blize temperaturi 0 °C nego 100 °C. Zato je potrebno
dovesti vise topline za isparavanje nego za smrzavanje vode.)




Parametri modela

- ukupni koeficijent prijelaza topline s namirnice na hladni zrak (h):
1 1 d, olt) 1
=—+—24+ ( )+ —=R
h h, k, kg h

- toplinska vodljivost namirnice tijekom zamrzavanija (k):

udio vode
u namirnici

T

knesmrznutog = ksuhe tvari (1'X) + kHZO ' X

suha tvar - voda
ksmrznutog = ksuhe tvari (1-x) + kIeda * X
suha tvar + led

psmrznutog = Psuhe tvari + Pleda



- koeficijent toplinske vodljivosti vode je 0,588 W m-1 K1

- koeficijent toplinske vodljivosti leda se izraCuna prema

formuli

w
Kieda (—) =2,21—-0,0114 - t,(°C)

mK

- t. je temperatura na kojoj proizvod zamrzava



Dinamicka bilanca

- dinamika procesa zamrzavanja je odredena
diferencijalnom jednadzbom koja se izvede iz bilance

topline kada se upotrijebi limes bilance za At - dt i A6 —» dé

L-T, \_(1 ., d, (), 1)idse)
p-x-H, ) \h, k, kg h

I
I
I
pocCetni uvjet: t=0; 6._,=0

Na pocCetku procesa nema leda u namirnici.
- nakon separacije varijabli integriramo lijevu i desnu stranu

t 5(¢)
j -a’t:j 1 +d‘4+5(t)+ 1* -do
g pr h. k, ky h

0



- integriramo svaki ¢lan zasebno:

T, -1, o l_l_dA_I_l* S 1 .52
p-x-H, h, k, h 2k

Rjesenje diferencijalne jednadzbe



vrijeme zamrzavanja

L
) (tzamrzavan ja) = E

brzina zamrzavanja

d
Vzamrzavanja = E 5(t)

U pocetku se brzo pomice
granica smrznuto-nesmrznuto,
a kasnije je sve deblji sloj leda i
granica se pomice sve sporije.




Primjer: model i simulacija procesa zamrzavanja

- simulacijskim programom odreduju se brzina i vrijeme
zamrzavanja za slijedec¢e odabrane parametre:
- vrstu proizvoda,
- dimenzije, vrstu i debljinu ambalaze i

- brzinu i temperaturu rashladnog medija (zraka).



Temperatura (°C)

40
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Dinamika smrzavanja teletine
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3. Modeli dinamickih stanja sustava

Model smrzavanja namirnica

Eulerova metoda za rjesavanje obicnih
diferencijalnih jednadzbi

Model sterilizacije hamirnica

Model upravljanja biokemijskim reaktorom



Shematski prikaz tunelskog sterilizatora
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E vodena para

- vrijeme simulacije procesa je:
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prijenos topline kondukcijom



VeliCine stanja
(opisuju stanje namirnice)

T(t,r)
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matematicki model
s raspodijeljenim (distribuiranim) velicinama stanja

\




(t,r)
C(&,r)

R g T T R T e
L A T T T
e ) W
R ]
e s e R
), o B BB B R B
e 1 o
N Y e o
s O R N N
T e R R
N T T B
M T T Ay Ty
T N T T
]
My .f?f?f.f?f?f?ﬁf?ﬁ \ fﬁf?ﬁf?ﬁﬁf?ﬁf,
it Sl ol Sl K i
. ] e
e e
.
i .
e
. e
T Y N T N
e e . T A
o @ s
s (@) s .f?fff?f?f?f?f?ﬂ..wf?f?

S R\ et e e e e e )
R e

O (o e T e

/

ja

tan

iranim) velicinama s

matematicki model
tribui

1S

ijeljenim (d

s raspodijel



Bilanca topline Matematicki
r+Ar modeli toplinskih

procesa temelje
R se na bilancama
1 L topline.
/ isjecak vaiyka av

r--—__——-—-

o ANV =2-r-z-Ar-H
F2 | o
Fle 2 pom 0. 00
@/ 8rr
Foe —2-(r+Ar) 7 H k-2
or

r+Ar



isjeCak valjka AV




- Da bi se razvio i koristio model, potrebno je
mjeriti/izraCunavati temperature na Cetiri pozicije na

polumjeru limenke.
z=1 z=0

Namirnica je sterilizirana
kada je:

N,=0




Jednadzba bilance topline

brzina promjene akumulacije = ulazni tok - izlazni tok

l

%{2°7Z"V°AV‘H'IO}CP'T(rﬂt))

I‘/r-pzm

2°7z-(r+Ar)-H-k-6—T
or

<€

r+Ar

2.72'.]/‘.H.k.a_T

or

<€

r

uvrstimo izraze u bilancu



%[Z-r-ﬂ-H-Ar-p-cP-T(r,t)]:

oT

=2-rn-H k-— +2-(r+Ar)-7z-H-k-a—T
r

a I’\ ar r+Ar

Zasto =" ,+" ???

Ovdje toplina
dolazi u isjeCak

-

Ovdje toplina
odlazi iz isjeCka



Zt[z rem--Ar-p-cp- T(r,t)]z

——ZrEHkﬁ—T

or

+2-(r+Ar)-z-H k- or

or

r r+Ar

pokratimos Q.. H i preuredimo u novi oblik:

AT(r1) 1 (r+ar) ?
A 4
cCo 3 :k_ r+Ar
Per At A Ar

primijenimo granicni postupak: At — dt Ar — dr

oT
.

or |,

dobije se parcijalna diferencijalna jednadzba:

oT (r,1) kli( @Tj

.C .
prCr ot r or



Bilanca broja mikroorganizama

kinetika procesa unistenja mikroorganizama:

@ procesa prvog@

veli¢ina stanja: koncentracija/broj mikroorganizama N(r, t)

kineticki model:

r=—k(T)-N(r, t@

zanemarivi su ulazni i izlazni tokovi mikroorganizama jer u

tunelnom sterilizatoru nema konvekcijskih struja u materijalu

(ne postoji mogucnost transporta m-z iz okoline u namirnicu)
jednadzba bilance glasi: 8N(r,t)
Ot

N(r, t)1

specificna brzina unistenja mikroorganizama pri temperaturi T




Model specificne brzine odumiranja mikrooorganizama - k(T)

K(T)= In(10) _ 2,302585
Tyor =T (r.1)

D(T(r,t)) D(T(r,?))

D(r)=D,, 10 -

D,..r = decimalno vrijeme redukcije
T,.s = referentna temperatura

Model dinamike promjene koncentracije vitamina (npr. C ili By)

E

oc(r,t) _@ e FTC0 oy 1)
o1 "

2,718252




Bezdimenzijske znacajke

bezdimenzijska udaljenost:

toplinska difuzivnost:

bezdimenzijsko vrijeme - Fourierova znacajka:

bezdimenzijska temperatura:




matematicki model
s raspodijeljenim (distribuiranim) velicinama stanja







matematicki model
s raspodijeljenim (distribuiranim) velicinama stanja




Diskretizacija distribuiranih modela

u inZzenjerskim zadacima cesto je potrebno rjesavati obicne i
parcijalne diferencijalne jednadzbe da bismo odredili

vrijednosti nepoznatih varijabli ili funkcija

distribuirani modeli (parcijalne dif. jednadzbe) postaju rjesivi
tek nakon postupka diskretizacije bilanci (jednadzbi) po
prostoru i vremenu

rezultat diskretizacije bilanci su algebarske jednadzbe

numericke metode se razlikuju po nacinu diskretizacije prostora

i po nacinu kreiranja sustava algebarskih jednadzbi



kod stacionarnih stanja distribuiranih modela jednadzbe se

rjesavaju za odabrani korak (interval, pomak u prostoru)

kod nestacionarnih stanja provodi se diskretizacija po

prostoru i po vremenu pa koristimo i prostorni i vremensKki

interval (prostor se podijeli vodoravno i okomito, a racunanje

se obic¢no vrsi u ¢vorovima mreze nastale dijeljenjem prostora)

zbog numericke diskretizacije jednadzbi/bilanci, rjesenja
dinamickih jednadzbi mogu biti samo aproksimativna ili

priblizno toc¢na, ali ne i apsolutno tocna

kod diskretizacije modela najcesce se prostor podijeli na
male cjeline (npr. djelice volumena = diskretizacija
prostora)

u ovim malim djeli¢éima volumena promjene smatramo

linearnim



diskretizacija u distribuiranim modelima provodi se primjenom
Euler-ove metode, Taylor-ovog reda, metode konacnih razlika,
metode konacCnih elemenata, metode linija (ortogonalnih

kolokacija) ili dr.

Eulerova metoda u prakticnoj primjeni daje rezultate s velikim
pogreskama. Zato se u simulacijama Cesto koriste tocnije

metode diskretizacije (npr. Runge-Kutta 2 i 4).

rjesenja dobivena numerickim postupkom (izraCunavanjem)

razlikuju se od egzaktnih analitiCkih rjesenja

analiticka rjesenja (izmjerene vrijednosti) smatramo

tocnim (egzaktnim) vrijednostima



- metoda konacnih razlika u parcijalnoj diferencijalnoj jednadzbi

zamjenjuje derivacije nizom aproksimacija

- aproksimacija prve derivacije:

fx+Ax)= f(x)+ f(x) Ax

f'. — fi+1 _fi jednostrana (s desne strane)
: Ax aproksimacija prve derivacije




- aproksimacija druge derivacije:

f()@AX)Ef(x)+f'(x).Ax+%_f..(x).Ax2

FOA) = /()= £ () w2 £ () A

Zbrojimo oba izraza

Sl Ax)+ fx=Ax)=2- fx)+ /7 (x)- Ax?
Izracunamo drugu derivaciju

()= Ll A0)=2: £ () f(x = A




- prvi korak u diskretizaciji je podjela modeliranog prostora

pravilnom mrezom na niz podpodrucja

- razmaci mreze u x (Ax) i y (Ay) smjeru mogu varirati

- da bi jednadzbe bile jednostavnije u primjerima pretpostavljamo

da je mreza ekvidistantna (Ax=Ay = jednaka je skala razmaka

poO X i y 0Si)
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- da bi se mogao napisati sustav jednadzbi za sve Cvorove u
mrezi potrebno je provesti numeraciju koja se moze provesti na
dva nacina:

- po redovima i kolonama (kao u MS Excel tablici) ili

- numeracija svih ¢vorova u mrezi od prvog do posljednjeg

________________________

_______________________

11 | 12 | 13 11213
2122023, 4516
3113233 7 819

________________________

U N R DR U g |

- ¢vorovi koji predstavljaju rub modeliranog podrucja zahtijevaiju

informacije o rubnim uvjetima



PocCetni i rubni uvjeti

jednadzba provodenja topline moze imati beskonacno mnogo
rjesSenja jer je u svakom djeli¢u volumena drugacija vrijednost

temperature
zbog toga se uvode pocetni i rubni uvjeti

pocCetni uvjeti predstavljaju vrijednosti velicina stanja na

poCetku procesa u vremenu t=0 (T,, Ny i Cp)

rubni ili granicni uvjeti predstavljaju vrijednosti na rubnim

povrsinama krutine i njezine okoline (T,.«, Ciin)
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diskretizacija bilanci po volumenu

(t=vrijeme izraCunavanja)

(r=polozaj djelica volumena)




matematicki model s distribuiranim velicinama stanja
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Sterilizacija je provedena kada je zadovoljen uvjet: N(tg, r.)=0
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- odredite vrijeme t; potrebno za provedbu sterilizacije pri

zadanim pocetnim vrijednostima Ty, Ny, Co

- odredite temperaturu T; u konzervi nakon t; sekundi



4.1. Modeli dinamickih stanja sustava

Oprema za mijerenija u termickim procesima i modeliranije
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on-line infrared moisture analyzer
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GateWay ™



i TC-Bridge' Deployed Configuration









Standard AS232 interface
on all unitz

Adjustabla fan for matching
the airflow to your application

Dperating up to 250 °C
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Optimize Your Process with Thermal Profiling
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za bezicno mjerenje relativne vlaznosti i temperature zraka ili
proizvoda u pecnici, tunelu za susenje, hladenje ili smrzavanje,
fermentoru i drugdje

tocnost od 0,1 °C

posebno je prikladna za prehrambeno-procesnu industriju i
laboratorijska mjerenja
potrebno je racunalo

oprema ne stvara dodatne troskove tijekom rada

mjerenja u temperaturnom rasponu od -200 °C do 900 °C

oprema podnosi temperaturne raspone od -276 °C do 300 °C

podaci se pohranjuju u Excel tablicu i u tekst formatu
tablicni i graficki prikaz podataka (2D i 3D)



Milk Process

Pasteurizer

Raw milk
Storage
3 § Skim
N PR—_ Milk
CEM SMART 6 and ORACLE
(analysis of solids & fat)
Cream «
I I
Cooler
5 N
CEM SMART 6 and ORACLE
(analysis of solids & fat)
4
—
=
MPC (liquid) e, e P
| orto < i 1 o p
porator/Dryer : 5
L H
1] 1] i
Cooler

Ultrafiltration



Controler

Signal converter

Transmitter




High temperature sewage
160°C, 0.6MPa.10t/h

60°C, 060 Pa,10th

Line Color

Sludge < 300mg/L(Oil) 3 0.107MP2,105°C.7.9t/h
0 [lo0me/L (Superheatedvapor) =~ =
youspended solids)
32kW
‘E’*Pﬂ‘d‘q = _-I':I:tnr _____ kW Nﬂ]lacgl:ldﬂ'lﬁﬂh]&
gas dis
1 ' \
13?; 0.1MPa ™ 5 (saturated vapor jm
x
100°C, 0.10MPa -
HE E 8.9 t/h(Water) i
i3
3%
0.107MPa,105C.7.9 th| B
. (saturated water)
-
Circulatin 4 )
Pump pump - =
Valve Valve ,_,-—/
@ 4
10T, 0.1MPa, 1.0 t/h
Emptying pump lmt,ﬂ.lMPﬂ, L1t/ (strong brine)
(saturated vapor) 80T, 0,107 MPa,
2 BO'C, 0.1MPa, L1t/ 1.1 t/hiwater)
 J (Water)
Absorpti
refrigerato

Cold water,7C

Sewag
Salty w
Pure w

Vapaor
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SIZE LITRES/HOUR REQUIREMENT * DIMENSIONS* (bxIxh)
10000 VsWW/1 420 270.000 1800 X 3200 X 5000
20000 VsWW/I 840 540,000 2000 X 3200 X 6000
20000 VsWW /2 H40) 270.000 600 X 3200 X 5000
30000 VsWW/ 1 1250 £10.000 2000 X 3200 X 7000
30000 VsWW/2 1250 410,000 3600 X 3200 X 6000
J0000 VsWW /3 1250 270,000 5400 X 3200 X 5000
40000 VsWW/2 | 660 240,000 4000 X 3200 X 6000
60000 VsWW /2 2500 §510.000 4000 X 3200 X 7000
20000 VsWW/3 3750 &10.000 G000 X 3200 X 7000
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VOLUMEN MASTALOG BIOPLINA {ml)

1400

1200

1000

200

y =-0,1011x°+3,4828x° - 45,334x* + 278,18x>- 803,89%x*+917,55x + 71,455
R*=0,9215

y =-0,0033x5+0,1043x5 +6,1418x* - 383,95x% + 7938,9x%- 73233x + 256403
R2=0,9764

y =-0,0046x° +0,8001x° - 58,362x° + 2264,7x3 - 49310x2 + 571217x - 3E+06
R2=0,2161
4 & B 10 12 14 16 1B 20 22 24 26 2B 30 32 34 36 38 an
VRUEME (DANI)

—#—Fazal =—e—Faza2 =—+—Faza3 - Poli. (Faza 1)  ««xeeeeee Poli. (Faza 2}  ----ee Poli. (Faza 3)



€
|20 Najposjecenije u MNews Bar E GDP per capita (curren... || Strukturni fondovi - N... I'd http://bib.irb.hr/lista-r...

the goodman group

cam.ac.uk/tools/magnus/kinetic.htn « = chemical calculator can ﬁ E ‘!r i

{ | zProjekti 4y EUdict | katedra | Hrvat... »

J

university of cambridge

Consecutive first step reversible reactions

Ky K
2
—B— )
-1

A turns into B, with rate constant kq, which turns into C, with rate constant kz. Mow, B can turn back into A, with rate constant k..

Kinetics

Iv Exact solution
(Red, Green, Dark Blue)
[ Steady state
(Yellow, Grey, Orange)
[~ Pre-equilibrium
(Light Green, Cyan, Blue)
| k1=0
(Pink, Magenta, Mauve)

Magnus Chemistry

Goodman Group 1 P K-1 005 [ animate
Cambridge University 2000 1 F k2 022

Motes on the kinetic equations and the applet.



Datoteka Polazno Umetanje Crtanje Raspored stranice Formule Podaci Pregled Prikaz Programiranje Dodaci Pomoc 5 Zajednicko koristenje
= B [F | N [CH \ | F . ] S i S _ & g &H = Analiza podataka
22z - A= = . )

le L 5] — %5 Alat za rjeSavanje
i T -y ¥, w
Dohvacanje i pretvaranje podataka | Upiti & veze Sortiranje i filtriranje Alati za podatke Predvidanje Analiza
3 Je
B | ¢ | b | E | F | 6 | H | U | J | K L M

1] Zadatak 3.A - Optimiranje sastava smjese max Fe= koeficijenti 1 1

2 NAKON IZMJENE ULAZNIH VRUUEDNOSTI: varijable 51 S2

3 | Odabrati opciju Data/Solve

4 rjeSenje 800 500

5 | Potrebno je odrediti optimalan sastav smjese i dobiti Fc= 1300 kg

6 | najvecu mogucu koli¢inu, a da bude zadovoljen normativ za

if spravljanje smjese. 16 >= 15 DA

a v 24 <= 85 DA

9 410 >= -5 DA

10 Postavljanje cilja: $KSES 2 800 &8 800 DA

11 500 <= 500 DA
P - : - I:'_'-. e I:._\_‘_I o . C i -

19 rima o Maksimum ) Minimum _J Vrijednost: RIESENIE JE TOENO

13 Promjenom varijabilnih celija: Model ogranitenja

14 SKS45MS4 * S1 S2

15 . . 0,15 0,1 >= 0,13  (51452)
Podloino ogranicenjima:

16 e pociy 0,5 03 <= 0,47  (S1+52)

17 $$10 <= SL$10 0,1 0,06 = 0,05  (51452)
$J811 <= $L$1 )L

18 $157 >= $L57 Rromen! 1 0 <= 800

g $J38 <= 5L%8

b ) Izbrii 0 1 = 500

20

21 | Poniiti sve ' S2.

22 | Ucitaj/rijesi

23_ Pretvori varijable bez ograniéenja u pozitivne

24 Odaberite metodu Jednostavni LP - Moguénosti

25 rjesavanja: | =y 3

26 o -.

| Metoda rjesavanja

27— Za jednostavne nelinearne probleme alata za rjesavanje odaberite GRG nelinearni mehanizam. Za linearne

28 probleme alata za rje3avanje odaberite jednostavni LP mehanizam, a za sloZene probleme alata za

29_ rjesavanje odaberite evolucijski mehanizam.

30_ zZa

32 -










5.1. Linearno programiranje

Metode matematickog optimiranja

Linearno programiranje

Struktura modela linearnog programiranja

Primjeri optimiranja primjenom Simplex algoritma:

sastava smjese sirovina

obroka i jelovnika

plana proizvodnje

prijevoza robe



Metode matematickog optimiranja

- cjelobrojno programiranje
- linearno programiranje *
- nelinearno programiranje
- stohasticko programiranje

- dinamicko programiranje



Linearno programiranje

Linearno programiranje je
rjeSavanje matematickog zadatka
s ciljem optimiranja vrijednosti linearne funkcije cilja
Cije varijable zadovoljavaju sustav ogranicenja

koji je zadan linearnim jednadzbama i/ili nejednadzbama.

Modeli linearnog programiranja
predstavljeni su linearnim jednadzbama i nejednadzbama

od kojih neke predstavljaju funkciju cilja, a neke ogranicenja.



Primjene metode linearnog programiranja:

- izbor lokacije tvornica

- optimalno planiranje investicijskih ulaganja

- optimiranje proizvodnih programa ¢ ——
- optimiranje razmjestaja strojeva

- izbor optimalnih tehnoloskih postupaka

- optimiranje plana prehrane e ——————
- optimiranje transporta (¢ ———————
- optimiranje sastava obroka ‘=

Opcenito:
metode linearnog i nelinearnog programiranja

optimiraju modele sustava koji su u stacionarnom stanju



SIROVINA MASNOCA (%) PEPEO (%) CIJENA (kn/kg)
S, 0,08 0,02 1,8
S, 0,12 0,035 3,15
Namirnica Bjelancevine Masnoce Ugljikohidrati Cijena
Zivotinjske Biljne (kn/kg)
x1 mast 1,00 10,0
X2 ulje 1,00 12,0
X3 meso 0,20 0,08 30,0
x4  mlijeko 0,03 0,04 0,05 6,0
x5 Secer 1,00 7,0
X6 riza 0,08 0,02 0,78 5,0
X7  brasno 0,12 0,02 0,72 4,0
X8 grah 0,24 0,02 0,47 15,0
X9  krumpir 0,02 0,19 2,0




Komponente obroka

Dorucak 1
Cornflakes, mlijeko

Dorucak 2
pasteta, kruh, kakao
Juha 1
Juha od rajcice
Juha 2
Jjuha od povrca
Prilog 1
riza
Prilog 2
krumpir pire
Govedina u umaku

Pljeskavica

Desert 1
narancéa

Desert 2
puding
Desert 3
kompot

Desert 4
pita od sira

Vecera 1
hrenovke, kruh, senf

Vecera 2
krafne, jogurt

Varijable

d1
d2
X1
X2
x3
x4
X5
X6

X7
x8
x9
x10
V1

v2

Energija
(kJ)

2050
2136
836
820
1797
1987
2430
2900

526
883
1053
2160
2898
2299

Proteini

(9)

o o b~ N 00 O

20
28

21
12

Masti
(9)

3
7
5
6
4
6

29
39

Ca
(mg)

350
369
92
63
51
13
60
34

63
31
18
84
25
554

Fe
(mg)

w w o H

Vit. C
(mg)

Cijena
(kn)

3,0
3,8
2,7
2,7
4,5
5,1

5,7
6,9
0,6
1,2
1,8

5,6
4,5



Struktura modela linearnog programiranja

Model linearnog programiranja Cine:

/ model funkcije cilja \

(Fc)

model ogranicenja
\ (<I <=I =I >=I >) /

- Simplex metoda (G. Dantzig, 1947. G)




Model funkcije cilja (linearni):

[ FC= Cy-X{+Co Yot . + Cy - Xy ( MIN / MAX )]

Model ogranicenja (linearni):

Obllkal = ] a _]11 - Xl + a J,Z - X 2 + °e + a J,N - X N - bJ |
X. =0

M = broj ogranicenja

N = broj varijabli

OgranicCenja odreduju skup dopustivih rjesenja (n-terokut).



EKONOMSKI UVJETI
(cijene: sirovina, proizvoda, energije,

radne snage i kapitala)

MODEL
FUNKCIJE| —— TEHNOLOSKI UVJETI
CILIA (iskoristivost tehnoloskih kapaciteta,

sirovina i trzista)

KAKVOCA PROIZVODA

(nutritivna i senzorska svojstva)



EKONOMSKA OGRANICENJA
(ogranicenost financijskih sredstava,

raspolozivih sirovina i trzista)

TEHNOLOSKA OGRANICENJA

MODEL (ogranicenost tehnoloskih postrojenja,

OGRANICENJA raspolozivost energije i radne snage)

KAKVOCA PROIZVODA

(standardi proizvoda i proizvodnje - ISO)

UTJECAJ NA OKOLIS

(kemijski i bioloski utjecaj na okolis)



Primjeri modela optimiranja

Optimiranje sastava smjese sirovina (koli¢ine i max. dobit)
Optimiranje sastava i cijene obroka (sastav i min. cijena)
Optimiranje jelovnika (sastav i min. cijena)
Optimiranje plana proizvodnje (kolicine i max. dobit)

Optimiranje prijevoza robe (koliCine i min. troskovi)



Primjer 1.

Optimiranje dobiti i sastava smjese dvaju sirovina



SIROVINA MAST PEPEO CIJENA
(udio) (udio) (EUR/Kg)
S, 0,08 0,02 1,8
S, 0,12 0,035 3,15

Prodajna cijena smjese je 4,5 EUR/kg.

MODEL FUNKCIJE CILJA

Fc max = dobit = prodajna cijena - troskovi

(maksimum funkcije cilja)

Femax =4,5-(5;,+S,)-(1,8'S;,+3,15-5,) =
4’5 ] Sl + 415 ) SZ - 1[8 ' Sl - 3,15 ' SZ
Fcmax = 2,7+-S; +1,35:-S,



OGRANICENJA

Masti treba biti najmanje 10%.

Pepela smije biti najvise 3%.

Masnoca = 0,1 (10%)

Pepeo < 0,03 (3%)

U skladistu imamo 800 kg sirovine S, i 600 kg sirovine S..
Zalihe: S, <=800

S, <= 600



3.

4.

MODEL OGRANICENJA

2. 0,02:S, + 0,035:S, < 0,03(S, + S,)

0,02:S, - 0,03-S, + 0,035-S, - 0,03:S, < 0

-0,01-S, + 0,005-S, < 0 /-(-200)
2:S.-S,20 (S1>=0, S2=0; S1>=250, S2=500)

0,08-S, + 0,12-S, =2 0,1(S; + S,)
0,08-S, - 0,1S, + 0,12:S, - 0,1:S, = 0O
-0,02-S, + 0,02-S, = 0 /-(-50)
S,-S,<0

S, =800 (51<=800, S2=0; S1<=800, S2=500)

S, < 600 (S1=0, S2<=600; S1=500, S2<=600)
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=2,7+-S,+1,35+-5,=2,7-600 + 1,35 - 600
2430 EUR/1200 kg
2,025 EUR/Kg

FC MAX

ZAKLIJUCAK:

Optimalan sastav smjese sirovina S, i S,, koji zadovoljava
sva ogranicenja bit ¢e pripravljen sa 600 kg sirovine S, i

600 kilograma sirovine S..

Pri takvom sastavu moguce je prodajom ostvariti
maksimalnu dobit od 2430 EUR za 1200 kg smjese sto je
2,025 EUR/kg prodane smjese.

Primijer koristenia racunalnog programa LINDO ver. 6.0 !




LINDO ver. 6.0 (LINDO Systems, Inc. , Chicago, USA)

MAX  2.7S1+1.35S2 OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1)  2430.000
SUBJECT TO
251-S2>=0 VARIABLE VALUE
S1-S2<=0 S1  600.000000
S1<=800 S2  600.000000
$2<=600

END






Namirnica
Zivotinjske

x1 mast
X2 ulje
X3 meso 0,20
x4  mlijeko 0,03
x5 Secer
X6 riza
X7  brasno
X8 grah
X9  krumpir

Bjelancevine

Biljne

0,08
0,12
0,24
0,02

Masnhoce

1,00
1,00
0,08
0,04

0,02
0,02
0,02

Ugljikohidrati Cijena
(EUR/kg)
10,0
12,0
30,0
0,05 6,0
1,00 7,0
0,78 5,0
0,72 4,0
0,47 15,0
0,19 2,0

MODEL FUNKCIJE CILJA

Fcyiy = 10-x1 + 12:-x2 + 30-x3 + 6:x4 + 7-X5 + 5:x6 + 4-x7 + 15-x8 +2-x9



OGRANICENJA

- Minimalna koli¢ina mesa u obroku smije biti 0.3 kg

- Minimalna koli¢ina bjelancevina Zivotinjskog podrijetla mora biti 0.028 kg
- Minimalna koli¢ina bjelancevina biljnog podrijetla mora biti 0.037 kg

- Minimalna koliina ugljikohidrata mora biti 0.424 kg

- Maksimalna koli¢ina masnocda smije biti 0.1 kg
MODEL OGRANICENJA

1) x32>0.3

2) 0.2 x;3+ 0.03 x,>0.028

3) 0.08 xg + 0.12 x, + 0.24 xg + 0.02 x4 > 0.037

4) 0.05 x, + xg + 0.78 x, + 0.72 x, + 0.48 x5 + 0.19 x4, > 0.424

5) x; + X, + 0.08 x5 + 0.04 x, + 0.02 x, + 0.02 x, + 0.02 xg < 0.1



Primijer koristenja racunalnog programa LINDO ver. 6.0 !

I Optimiranje sastava obroka

MIN 10X1+ 12X2+ 30X3+ 6X4+ 7X5+ 5X6+ 4X7+ 15X8+ 2X9

SUBJECT TO

0X1+ 0X2+ 1X3+ 0X4+ 0X5+ 0X6+ 0X7+ 0X8+ 0X9 >= 0.3

OX1+ 0X2+ 0.2X3+ 0.03X4+ 0X5+ 0X6+ 0X7+ 0X8+ 0X9 >= 0.028

OX1+ OX2+ 0X3+ 0X4+ 0X5+ 0.08X6+ 0.12X7+ 0.24X8+ 0.02X9 >= 0.037
1X1+ 1X2+ 0.08X3+ 0.04X4+ 0X5+ 0.06X6+ 0.02X7+ 0.02X8+ 0X9<=0.1

OX1+ O0X2+ 0X3+ 0.05X4+ 1X5+ 0.78X6+ 0.72X7+0.48X8+ 0.19X9>=0.424

END



LP OPTIMUM FOUND AT STEP 4

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

Funkcija cilja (MIN) = 11.35556

VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 0.000000 10.000000
X2 0.000000 12.000000
X3 0.300000 0.000000
X4 0.000000 5.722222
X5 0.000000 1.444444
X6 0.000000 0.777778
X7 0.588889 0.000000
X8 0.000000 12.333333
X9 0.000000 0.944444

ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES

2) 0.000000 -30.000000
3) 0.032000 0.000000
4) 0.033667 0.000000
5) 0.064222 0.000000
6) 0.000000 -5.555555

NO. ITERATIONS= 4



ZAKLJUCAK:

Optimalan obrok, koji po svom sastavu zadovoljava sva
zadana ogranicenja, sastoji se od 300 g mesai 589 g

brasna.

Najniza cijena za pripremu 889 g obroka je 11,35556 EUR.

NAPOMENA:

Algoritam je odredio sva matematicka rjesenja koja zadovoljavaju
postavljena ograniCenja i odabrao rjesenje s najnizom vrijednosc¢u

Funkcije cilja.

Sastav obroka i organolepticka svojstva nisu bila uvjetovana !



Primjer 3.

Optimiranje jelovnika za djevojke i mladice



Komponente obroka

Dorucak 1
Cornflakes, mlijeko

Dorucak 2
pasteta, kruh, kakao
Juha 1
Juha od rajcice
Juha 2
Jjuha od povrca
Prilog 1
riza
Prilog 2
krumpir pire
Govedina u umaku

Pljeskavica

Desert 1
narancéa

Desert 2
puding
Desert 3
kompot

Desert 4
pita od sira

Vecera 1
hrenovke, kruh, senf

Vecera 2
krafne, jogurt

Varijable

d1
d2
X1
X2
x3
x4
X5
X6

X7
x8
x9
x10
V1

v2

Energija
(kJ)

2050
2136
836
820
1797
1987
2430
2900

526
883
1053
2160
2898
2299

Proteini

(9)

o o b~ N 00 O

20
28

21
12

Masti
(9)

3
7
5
6
4
6

29
39

Ca
(mg)

350
369
92
63
51
13
60
34

63
31
18
84
25
554

Fe
(mg)

w w o H

Vit. C
(mg)

Cijena
(EUR)

1.00
1.35
0.90
0.95
0.75
0.50
2.50
2.10

0. 25
0.30
0.45
0.60
1.25
1.00



OGRANICENJA
(prema RDA preporukama)

Maksimalna koli¢ina masti (2:70 g,; M:96 g)

Minimalna koliCina energije u jelovniku (Z: 8280 kJ; M:10915 KkJ )
Maksimalna koli¢ina energije u jelovniku (Z:10120 kJ; M:13340 kJ)

Minimalna koliCina proteina (2:46 g; M:58 g)
Minimalna kolicina kalcija (£:1100 mg M:1100 mg)
Minimalna koliCina zeljeza (Z£:15 mg; M:10 mg)
Minimalna koliCina vitamina C (Z:60 mg; M:60 mg)
Od dva ponudena dorucka treba izabrati samo jedan (d, + d,= 1)
Od dvije ponudene juhe treba izabrati samo jednu (X; + X, =1)
Od dva ponudena priloga treba izabrati samo jedan (X3+ x,=1)
Od dva glavna jela treba izabrati samo jedno (Xs + Xg = 1)

Od cetiri ponudena deserta treba izabrati samo jedan
(X; + Xg+ Xg+ X;0= 1)
Od dvije ponudene vecere treba izabrati samo jednu (v, + v, = 1)

Varijable trebaju biti cijeli brojevi (integer)



MIN 1D1+1.35D2+0.9X1+0.95X2+0.75X3+0.5X4+2.5X5+2.1X6+0.25X7+0.3X8+0.45X9+
+ 0.6X10+1.25V1+1V2

SUBJECT TO
3d1+7d2+5x1+6x2+4x3+6x4+29x5+39x6+3x8+5x9+6x10+16v1+13v2<=70
2050d1+2136d2+836x1+820x2+1797x3+1987x4+2430x5+2900x6+526x7+883x8+
+ 1053x9+2160x10+2898v1+2299v2>=8280
2050d1+2136d2+836x1+820x2+1797x3+1987x4+2430x5+2900x6+526x7+883x8+
+ 1053x9+2160x10+2898v1+2299v2<=10120
6d1+8d2+7x1+4x2+6x3+6x4+20x5+28Xx6+1Xx7+3x8+2x9+21x10+12v1+6Vv2>=46
350d1+369d2+92x1+63x2+51x3+13x4+60x5+34x6+63x7+31x8+18x9+84x10+
+ 25v1+554v2>=1100
4d1+6d2+3x1+3x2+1x3+5x5+2x6+1x7+1x9+3x10+2v1+3v2>=15
3d1+4+2d2+9x1+15x2+35x3+10x5+5x6+77x7+22x9+3v1+1v2>=60
dl+d2=1
x1+x2=1
x3+x4=1
x5+x6=1
X7+x8+x9+x10=1
vi+v2=1
END

TrmE A1 o _aE AD



OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1)  6.400000

VARIJABLA VRIJEDNOST CIJENA
D1 1.000000 1.000000
D2 0.000000 1.350000
X1 1.000000 0.900000
X2 0.000000 0.950000
X3 1.000000 0.750000
X4 0.000000 0.500000
X5 1.000000 2.500000
X6 0.000000 2.100000
X7 1.000000 0.250000
X8 0.000000 0.300000
X9 0.000000 0.450000

X10 0.000000 0.600000
Vi1 0.000000 1.250000
V2 1.000000 1.000000



Energija (kJ)

9938

Energija (kJ)

10024

Minimalna cijena obroka za djevojke = 6,40 EUR

Nutritivni sastav

Pr?;e)ini Mast (g) Ca (mg) Fe (mg)
46 54 1170 17

Maksimalna cijena obroka za djevojke = 6,75 EUR

Nutritivni sastav

Pr(z;e)ini Mast (g) Ca (mg) Fe (mg)
48 58 1189 19

Vitamin C (mg)

135
X10 Vi Vs
0 0 1

Vitamin C (mg)

134



Energija (kJ)

11556

Energija (kJ)

11642

Minimalna cijena obroka za mladi¢e = 6,80 Kn

Nutritivni sastav

Prcz;c;ini Mast (g) Ca (mg) Fe (mg)
63 61 1162 19

Maksimalna cijena obroka za mladi¢e = 7,15 Kn

Nutritivni sastav

Prcz;e)lnl Mast (g) Ca (mg) Fe (mg)
65 65 1181 21

Vitamin C (mg)

64
X10 Vi AP
1 0 1

Vitamin C (mg)

63






Jogurt Acidofil KAPACITET

(X,) (X3) (h dan-)
Priprema (h dan’l) 1.2 0.8 23
Fermentacija (h dan!) 3.5 4.5 22
Pakiranje (h dan’l) 2.5 2.2 20
TROSKOVI (EUR t1) 4000 6000
CIJENA (EUR t1) 7500 11000
MIN. KOLICINE (t) 1 2
OPTIMALNI PLAN (t) ? ?

MODEL FUNKCIJE CILJA

Fcuax = profit = CIJENA — TROSKOVI Pretpostavimo da je F = 15750
F cuax= (7500 X, + 11000 X,) - (4000 X, + 6000 X,)
F = 3500 X, + 5000 X,

Fcuax = 3500 X, + 5000 X, (X,=0, X,=5); (X,=0, X,=3.5)



WN =

v s

1.2 X;+0.8X, <=23

3.5X;+4.5X, <= 22

2.5 X, +2.0X,<=20
X, >=1
X, >= 2

1.2 X, + 0.8 X, <= 23

X, <= 19.167 - 0.667 X,

MODEL OGRANICENJA

(X,=0, X,<=19.167); (X,=10, X,<=12.497)

3.5X,+ 4.5X, <= 22
X, <= 6.286 - 1.286 X,

(X,=0, X,<=6.286); (X,=2, X,<=3.714)

2.5X;+2.0X, <=20
X, <=8-0.8X,

(X,=0, X;<=8) (X,=2, X;<=6.4)






Fcuax = 3500 X, + 5000 X, = 3500-1 + 5000-4.1 = 24000 EUR

Maksimalan profit uz optimalno iskoristenje pogona je
24000 EUR, a proizvede se 1 tona jogurta (X;) 1 4.1 tona
acidofila (X,).

Provijera riesenija:

1) X, <= 19.167-0.667 X, 1 <= 16.4323 v
2) X, <= 6.286-1.286 X, 1 <=1.0134 v
3) X, <= 8-0.8 X, 1 <=4.72 v
4) X, >=1 1>=1 v

5) X, >=2 4.1 >= 2 v



LINDO ver. 6.0 (LINDO Systems, Inc. , Chicago, USA)

MAX 3500x1+5000x2 OBJECTIVE FUNCTION VALUE
SUBJECT TO 1) 24055.55
1.2x1+4+0.8x2<=23

3.5x1+4.5x2<=22 VARIABLE VALUE
2.5x1+2x2<=20 X1 1.000000
x1>=1 X2 4.111111
X2>=2

END



Primjer 5.
Optimiranje prijevoza robe

iz tri tvornice na Cetiri prodajna mjesta



Optimiranje prijevoza gotovog proizvoda

od tvornice do trzista

PRIMJER 1.

U regiji koju snabdijeva proizvodima proizvodac ima tri tvornice
(T) i Cetiri prodajna mjesta (P).

Treba optimirati prijevoz gotovih proizvoda tako da svako trziste
dobije potrebnu koliCinu proizvoda, a da troskovi prijevoza budu

najmanji (MIN Fc).

Tvornice su oznacene oznakama T1, T2 T3.

Prodajna mjesta (trzista) oznacena su oznakama P1, P2, P3 i P4.



AUSTRIA

HIINGEARY

SLOVEMIA

CROATI
%
\\ SERBIA
-.:?-ﬁ

BOEMIA



Tvornica T1 dnevno moze proizvesti 10 tona proizvoda.
Tvornica T2 dnevno moze proizvesti 12 tona proizvoda.

Tvornica T2 dnevno moze proizvesti 17 tona proizvoda.

Kapaciteti tvornica T1, T2 i T3 (t dan™!)

Kapacitet
(t dan-1)
T1 10
T2 12
T3 17
2 39




Prodajno mjesto P1 dnevno treba najmanje 4 tone proizvoda.
Prodajno mjesto P2 dnevno treba najmanje 8 tona proizvoda.
Prodajno mjesto P3 dnevno treba najmanje 9 tona proizvoda.

Prodajno mjesto P4 dnevno treba najmanje 12 tona proizvoda.

Prodajno mjesto P1 dnevno treba najvise 5 tona proizvoda.
Prodajno mjesto P2 dnevno treba najvise 10 tona proizvoda.
Prodajno mjesto P3 dnevno treba najvise 10 tona proizvoda.

Prodajno mjesto P4 dnevno treba najvise 13 tona proizvoda.

PRODAJINO MINIMALNO MAKSIMALNO
MJESTO (t dan1) (t dan1)
Pl 2 5
P2 8 10
P3 9 10
P4 12 13
2 33 38




Cijena prijevoza od tvornice T1 do prodajnog mjesta P1 je 4 EUR t1,
Cijena prijevoza od tvornice T1 do prodajnog mjesta P2 je 2 EUR t1.
Cijena prijevoza od tvornice T1 do prodajnog mjesta P3 je 3 EUR t1.

Cijena prijevoza od tvornice T1 do prodajnog mjesta P4 je 1 EUR t1.

Cijena prijevoza od tvornice T2 do prodajnog mjesta P1 je 3 EUR t1.

Cijene prijevoza od tvornice do trZista (EUR t1)

P1 P2 P3 P4
T1 4 2 3 1
T2 3 3 5 7

T3 5 4 7 4




Rjesenje primjenom programa LINDO

MIN 4 X11+2 X12+3 X13+ X14+
+3 X21+3 X22+5 X23+7 X24+
+5 X31+4 X32+7 X33+4 X34

SUBJECT TO

X11+ X12+ X13+ X14<=10
X21+ X22+ X23+ X24<=12
X31+ X32+ X33+ X34<=17

X11+ X21+ X31>=4
X12+ X22+ X32>=8
X13+ X23+ X33>=9
X144+ X24+ X34>=12

X11+ X21+ X31<=5
X12+ X22+ X32<=10
X13+ X23+ X33<=10
X144+ X244+ X34<=13
END



OBJECTIVE FUNCTION VALUE
108.0000

1)

VARIABLE
X11
X12
X13
X14
X21
X22
X23
X24
X31
X32
X33
X34

VALUE
0.000000
0.000000
9.000000
1.000000
4.000000
0.000000
8.000000
0.000000
0.000000
8.000000
0.000000
3.000000

REDUCED COST
3.000000
1.000000
0.000000
0.000000
0.000000

0.000000
0.000000
4.000000
1.000000

0.000000
1.000000
0.000000



Najmanje dnevne koliCine za isporuku

P1 P2 P3 P4 Ukupno | kapacitet
T1 1 9 10 10
T2 4 8 12 12
T3 8 3 11 17
MIN 4 8 9 12 33 39

Da bi bile zadovoljene najmanje dnevne potrebe prodajnih mjesta
potrebno je:

- iz tvornice T1 odvesti 9 t proizvoda na prodajno mjesto P3 i 1t
proizvoda na prodajno mjesto P4,

- iz tvornice T2 odvesti 4 t proizvoda na prodajno mjesto P1i 8 t
proizvoda na prodajno mjesto P2,

- iz tvornice T3 odvesti 8 t proizvoda na prodajno mjesto P2 i 3 t
proizvoda na prodajno mjesto P4.

IzraCunata je vrijednost Funkcije cilja Fc = 108 EUR i to su
najmanji moguci dnevni troskovi prijevoza narucene koliCine robe.



Najvece dnevne koliCine za isporuku

Pl P2 P3 P4 | ukupno | kapacitet
Tl 5 4 9 10
T2 12 12 12
T3 6 10 1 17 17
MA X 5 10 10 13 38 39

Za najvece dnevne potrebe prodajnih mjesta potrebno je:

- iz tvornice T1 odvesti 5 t proizvoda na prodajno mjesto P1i 4 t
proizvoda na prodajno mjesto P2,

- iz tvornice T2 odvesti 12 t proizvoda na prodajno mjesto P4,

- iz tvornice T3 odvesti 6 t proizvoda na prodajno mjesto P2, 10 t

proizvoda na prodajno mjesto P3 i 1 t proizvoda na prodajno
mjesto P4.

IzraCunata je vrijednost Funkcije cilja Fc = 210 EUR i to su najvedi

moguci dnevni troskovi prijevoza narucene koliCine robe.




Elementi neophodni za
opisivanje tablica i grafikona

MATERIJAL

MJERNE VELICINE

PROCES IZMJERENO UVIJETI x
UREDA] NAMIRNICA 1ZRACUNATO METODA POCETNI UVJETI | MJERNE JEDINICE
UZORAK
Protocni Reaktant A Izradunate Slijedni Q = 0,01 Ls! Protok (Ls™1)
kemijski Produkt B vriiednosti reakcijski A, = 2 gLt Koncentracija(gL?)
reaktor Produkt C ] mehanizam V = konst. Volumen (L)
Protok (Ls1)
- o
Jednostruki | Rijetki sok IzraCunate Nehwton sy U, Ten;_pera’;lura ( (.:)
uparivac narance vrijednosti RETAOIONE Qp, Tp, Udio suhe tvari
metoda V=konst. (gg1)
Duljina (m)
Tunelski Izradunate Eulerova L, v, T, v, Brzina trake (ms1)
uredaj za Grasak » : H,, d,, ko, T, Temperatura (°C)
: vrijednosti metoda 9r mar ol 9 .
smrzavanje Ha, Ra, da, Va, Ka Koef. prijenosa

topline (Wm-1K-1)




